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^ ■ 1 Introduction 

Soit G un groupe algebrique lineaire connexe lisse defini sur un corps k. Soit X 
r^ . un espace homogene de G, tel que le stabilisateur geometrique H soit de type (ssu- 

mult) , c'est-a-dire une extension d'un groupe de type multiplicatif lisse par un groupe 
connexe, lisse et sans caracteres (par exemple, un groupe lineaire lisse et connexe sur 
w ■ un corps parfait est de type (ssumult), ainsi qu'un groupe lineaire commutatif sur un 

■^ i corps de caracteristique zero). Le but de cet article est d'etablir des formules (obtenues 

r~| ' precedemment dans des cas particuliers par CoUiot-Tlielene et Kunyavskii |CTK1] . 

j^ ■ [CTK2] ) pour le groupe de Brauer algebrique BriX'^ (et parfois pour tout le groupe de 

Brauer BrX'^) d'une compactification lisse X^ de X. Le groupe Br X'^ coincide avec le 
groupe de Brauer non ramifie de X si A; est de caracteristique zero (et le meme enonce 
vaut en caracteristique p exception faite de la torsion p-primaire) . 
^ . Dans le cas oia k est un corps global, on rappelle que ce groupe Br X'^ intervient de 

''^ I facon cruciale dans I'etude de Tarithmetique de I'espace homogene X et de sa compac- 

Qv ■ tification X'^, via I'obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse et a I'approxi- 

yjT) . mation faible (voir par exemple [Sk], theoreme 5.2.1 (a)). Par ailleurs, ce groupe est 

^T) ] egalement utilise pour etudier la rationalite de I'espace homogene X sur un corps k 

O ■ quelconque (voir par exemple [CTS] ). Ces deux exemples illustrent I'interet et la mo- 

tivation que I'on pent avoir a disposer de formules decrivant le groupe BrX^ sur un 
corps k quelconque. 

Comme dans les travaux anterieurs, les formules obtenues ici pour le groupe BrX^ 
r> ■ font intervenir des groupes "LQaj", mais ils sont associes a des groupes d'hypercohomo- 

C^ , logic galoisienne de certains complexes (definis et utilises dans [BvHlj et |BvH2j ) au 

lieu simplement de groupes de cohomologie galoisienne. 

Les generalisations obtenues sont dans plusieurs directions : tout d'abord cer- 
tains resultats valent en caracteristique p (notamment si k est un corps fini ou un 
corps local), on ne demande plus que le groupe G soit quasi-trivial mais seulement de 
groupe de Picard geometrique trivial, et I'hypothese sur le stabilisateur geometrique 
est plus faible que I'hypothese habituelle de connexite. Enfin, sous certaines hypotheses 
supplementaires, on obtient aussi I'egalite BriX^ = Bt X^. Par ailleurs I'utilisation d'un 
theoreme recent de Gabber (qui precise le theoreme de De Jong sur les alterations) per- 
met de demontrer la plupart des enonces sur Br^r X en caracteristique p (en exceptant 
la torsion p-primaire) sans supposer I'existence d'une compactification lisse pour X. 



Une autre nouveaute est que la methode de demonstration passe comme dans 
[CTKlj par le cas des corps finis, mais pour traiter ceux-ci on est amene a passer sur des 
corps globaux de caracteristique p et a utiliser des theoremes de dualite arithmetique 
locale pour obtenir le resultat dans ce contexte. C'est pourquoi on a ete amene a etendre 
certains resultats classiques de dualite sur les corps p-adiques aux corps locaux de ca- 
racteristique quelconque, et aussi a certains complexes de groupes de type multiplicatif 
au lieu de se limiter a des modules galoisiens (proposition [221 proposition I7.2p . 

Les resultats principaux sont les suivants : 

-Pour un corps k de caracteristique zero, on a une formule qui est valable des que H 
est de type (ssumult) et G de groupe de Picard geometrique nul (theoreme lS.ip . On a 
de plus des contre-exemples qui montrent que I'hypothese que H est de type (ssumult) 
ne pent pas etre supprimee ; en particulier I'hypothese que le groupe des composantes 
connexes de H est commutatif n'est pas suffisante (proposition 18. 4p . 

-On montre egalement une formule analogue sur un corps global de caracteristique 
p (theoreme I7.3p , et on prouve egalement la trivialite du groupe considere sur un corps 
fini (theoreme 17. 6p moyennant quelques hypotheses de lissite additionnelles. 

-Si H est suppose connexe et k de caracteristique zero, on montre que le groupe 
de Brauer geometrique BrX est nul (theoreme IS.ip En particulier la formule du 
theoreme 18.11 vaut alors en remplagant BriX'^ par BrX^. On a egalement un analogue 
partiel en caracteristique p. 

Au passage on donne aussi une demonstration detaillee d'une formule de compati- 
bilite entre accouplements (theoreme 16. 2p qui est utile en elle-meme. 

2 Notations et conventions 

Dans ce texte, tons les schemas en groupes sont supposes localement de type fini. 
Si k est un corps, on dit simplement "A;-groupe" pour designer un A:-schema en groupes 
lineaire, i.e. affine et de type fini. Un k-groupe reductif (resp. semi-simple) est un k- 
schema en groupes affine, lisse, connexe, et reductif (resp. semi-simple). On note souvent 
G^ la composante connexe du neutre d'un /c-groupe G. Si G est un fc-groupe connexe 
lisse sur un corps parfait, on note G^ son radical unipotent, C^*^ := G/G^ le quotient 
reductif, C'^ le sous-groupe derive de C*^'^ et G^'^ le revetement semi-simple simplement 
connexe de G'^'^. On dit alors que G est quasi-trivial si G*™ := Q'^'^'^/Q^^ est quasi-trivial 
(i.e. son groupe des caracteres est un module galoisien de permutation) et G^^ est 
simplement connexe. 

Pour tout corps k, on note k une cloture separable de A: et F^ = Gal{k/k). Si X 
est un A;-schema et L une extension de k, on pose Xl := X Xk L et X = X x^ k. 
Les groupes de cohomologie etale if^(X, ...) sont notes simplement H'^{X,...), tandis 
qu'on note H^^ r(X, ...) s'il s'agit de groupes fppf (les deux coincident pour des faisceaux 
representes par des schemas en groupes lisses et quasi-projectifs). Pour simplifier on 
note aussi souvent H'^{X,G') les groupes d'hypercohomologie H"'(X, C*) quand C* 
est un complexe borne de faisceaux etales sur X (et de meme avec les groupes fppf). 
On adopte des notations analogues pour les ensembles de cohomologie (non abelienne) 
H^{X,...). En particulier si G est un fc-schema en groupes lisse, I'ensemble H^{k,G) 
(resp. les groupes W{k, G) si G est commutatif) s'identifie a I'ensemble de cohomologie 
galoisienne H^{Tk,G(k)) (resp. aux groupes de cohomologie galoisienne W(rk,G(k))). 



Par convention, quand on ecrit un complexe a deux ternies sous la forme [A — )• S], 
cela signifie que A est en degre — 1 et i? en degre 0. Si Z est un schema, on note 
P(Z') (resp. T>{pp{{Z)) la categorie derivee bornee des faisceaux etales (resp. fppf) sur 
Z. Si k est un corps et M est un r^-niodule galoisien (ou encore un complexe borne 
de modules galoisiens), on note (pour tout i > I) III^ aig(^' ^) (o^ -'-'-'■L aig(-^) ^'^^ ^V 
a pas d'ambigiiite sur le corps k) le sous-groupe de W{Tk,M) constitue des elements 
dont la restriction a H^{C, M) est nulle pour tout sous-groupe procyclique C de Tk- 

Un corps local est un corps complet pour une valuation discrete a corps residuel 
fini : c'est une extension finie de Qp (s'il est de caracteristique 0) ou d'un corps de 
series de Laurent Fg((t)) sur un corps fini (s'il est de caracteristique > 0). On utilisera 
frequemment le fait (dii a Kneser [Knl] . |Kn2] en caracteristique zero et a Bruhat-Tits 
[BrTij en caracteristique > 0) que pour un groupe semi-simple simplement connexe G 
sur un corps local K, on a H^{K, G) = 0. Par Hilbert 90, on en deduit alors le resultat 
analogue si G est quasi-trivial sur un corps local. 

Un corps global est un corps de nombres (extension finie de Q) ou le corps des 
fonctions d'une courbe algebrique sur un corps fini. Pour toute place v d'un tel corps 
K, on note K^ le complete de i^ en v. Si X est un corps global et M un Piif-module 
galoisien (ou un complexe borne de modules galoisiens), on note in^(X, M) (ou simple- 
ment III^(M)) le sous-groupe de H^{K,M) constitue des elements dont la restriction 
a H^{Kv,M) est nulle pour presque toute place v de K. Si de plus M est un F;^- 
module galoisien de type fini (resp. de type fini sans torsion), une consequence facile du 
theoreme de Cebotarev est que nii(M) = 111^ .^ig(M) (resp. UIUM) = m^ .^ig(M)), 
|Saj . section 2. 

Si A est un groupe abelien, et n G N, A[n] designe le sous-groupe de n-torsion de 
A. Si / est un nombre premier, A{1} designe le sous-groupe de torsion /-primaire de A, 
et A{1'} le sous-groupe de torsion premiere a /. 

3 Accouplement entre complexes de groupes de type mul- 
tiplicatif 

Dans cette section on etend I'accouplement 5 x 5 — )• Gm entre un groupe de type 
multiplicatif S et son groupe des caracteres S a des complexes a deux termes, et on 
montre un resultat de dualite lie a cet accouplement sur un corps local. 

Lemme 3.1 Soit Z un schema. Soient C = [S ^ T] un complexe de groupes de type 
multiplicatif de type fini sur Z et G = [T ^- S] le complexe dual. Alors on a un 
accouplement canonique 

[S ^ T] 0^ [f ^ ^] ^ G^[l] 

dans la categorie derivee bornee Pfppf (Z) des faisceaux fppf sur Z. De plus, cet accou- 
plement induit pour tout n > un isomorphisme canonique 

HPppiiZ, [S^T])^ R"Homz([f ^ S],G^[1]) 

ou Hom2(...) designe les homomorphismes dans la categorie derivee bornee 'D{Z) des 
faisceaux etales sur Z. La mime assertion est valable si Von remplace Yiova.z{---) pC'i^ 
Homp^p^j(2)(...). 



Demonstration : On note que par dualite pour les groupes de type niultiplicatif, 
le complexe C est le complexe des morphismes "Horn* (C, Gm[l]) correspondant au 
foncteur "Horn interne" ?^or7T,(., Gm,[l]) dans la categorie des complexes de faisceaux 
fppf sur Z. Alors R'Hom(., Gm[l])) est le foncteur derive total de 7iom{., Gm[l]), d'oii 
un morphisme naturel dans Pfppf(Z) : 

d ^RnomiCGrail]). 

Par adjonction entre le produit tensoriel derive (8) et HT-Lom, on a un isomorphisme 
naturel d'adjonction (cf. [W], Th. 10.8.7) : 

Homp,^^^(^)(C 0^ C, G„[l]) = RomT,^^^^^z){C,Knom{C, G,„[l])) 

qui donne un morphisme 

fournissant I'accouplement souhaite. 

Pour la deuxieme assertion, on note pour commencer que le groupe de droite ne 
change pas que Ton travaille dans ^{Z) ou dans Pfppf(Z) (via [Sk], lemme 2.3.7). 
L 'isomorphisme se deduit immediatement par devissage a partir des cas extremes S = 
ou T = (via le lemme des cinq), le resultat etant alors connu (loc. cit.). 

D 

Remarque : S'il n'y a pas d'hypothese de lissite sur S et T, il est important de 
considerer H^ r(X, [S" — )• T]), et non le groupe etale correspondant. 

Quand Z = Spec k est le spectre d'un corps, le lemme 13.11 donne en particulier un 
accouplement de cup-produit 

H\k, [f ^ S]) X Hlp,{k, [S ^ T]) ^ Hlp,{k,Gm) = H^{k,Gm) = BrA: (1) 

Si K est un corps local, on a une topologie naturelle sur les groupes HI r(K, [S — > 
T]) pour i > 0, qui en fait des groupes separes (au sens de Hausdorff), localement 
compacts, denombrables a I'infini, et totalement discontinus. Si K est un corps local 
de caracteristique zero, on obtient des groupes discrets pour i > 1 (et on peut definir 
la topologie sur H9 r(K, [5 — >■ T]) via le fait que ce groupe est extension d'un quotient 
de H^{K,T) par un sous-groupe du groupe fini H^{K,S), cf. |De3j . section 3). Si K 
est de caracteristique p > 0, le groupe Hh r[K, S) est en general infini (il est seulement 
profini) si S contient de la p-torsion ; la topologie sur les H^ r(K, [5 — )■ T]) est alors 
definie par le meme procede que dans |Mi2j . section III. 6. On a alors I'enonce suivant, 
dans I'esprit du theoreme 3.1 de [De3j : 

Proposition 3.2 Soil K un corps local (de caracteristique quelconque). Soit [S — > 
T] un complexe de K -groupes de type multiplicatif. Alors I'accouplement ([7]j induit 
un isomorphisme entre le groupe discret H^{K, [T — t- S]) et le dual de Pontryagin 
Hl^,{K, [S ^ T])^ de Hl^,{K, [S ^ T]). 

Ici le dual de Pontryagin A^ d'un groupe topologique abelien A est le groupe des 
homomorphismes continus de A dans le groupe discret Q/Z. 



Demonstration : On precede par devissage en commengant par le cas ou T = 0. 
Comme S est de type multiplicatif, on pent ecrire une suite exacte 

oil Ti et T2 sont des tores. On obtient un diagramme commutatif a lignes exactes 



H\K,f2 



H\K,fi) 



^H^{K,S) 



^H^(K,T2 



-^H\K,T,) 



H\K, Tz)^ H\K, Ti)^ ^Lf (^' S)"" H^iK, T, 



\D 



H"{K,Ti)^ 



et le resultat resulte alors du lemme des cinq joint au fait que pour chaque tore Tj les 
fleches H^{K,fi) -^ H^{K,Ti)^ et H^{K,fi) -^ H^{K,Ti)^ induites par © sont des 
isomorphismes ( |Mi2j . Th. III. 6. 9 ; noter que pour chaque tore T,, le groupe H^{K,Ti) 
est fini tandis que H^{K, Ti) et son complete pour la topologie des sous-groupes ouverts 
d'indice fini ont meme dual, |HSzj . Lemme 2.2). 

Dans le cas general ou S et T sont quelconques, on a un diagramme commutatif 



H\K, f2) ^H\K,fi) 



^H\K,S) 



^H^K,T2) ^H\K,Ti) 



H\K, r2)^ -^ H\K, Ti)^ -^ HIJK, 5)^ -^ i?"(X, T^) 



D 



H°{K,T^Y 



tppfV 

et le meme argument de devissage fonctionne a condition de savoir que pour un groupe 
de type multiplicatif S quelconque, la fleche H^{K,S) — >■ H^{K,S)^ est un isomor- 
phisme. Or ceci est connu si S n'a pas de p-torsion ( |Mi2| . Cor. 1.2.3, toujours avec 
le fait que H^{K,S) et son complete ont meme dual), et le cas general s'en deduit 
immediatement vu que si /x est un groupe de type multiplicatif de torsion p-primaire, 
on a //?ppf(K,/x) = H^iK,fi) = et H\K,fi) ^ Hl^^,{K,fi)^ ([Mil], Prop. III.6.4 et 
Prop. III.6.10). 

D 

Remarque : On pourrait montrer plus precisement qu'on obtient une dualite entre 
le groupe discret H^{K, [T ^- S]) et le complete (pour la topologie definie par les sous- 
groupes ouverts d'indice fini) de Hf r(K, [S — )• T]) ; nous n'aurons pas besoin de ce 
resultat. 



4 Groupe de Brauer non ramifie, relation avec le com- 
plexe KD'{X) 

Soit p : X ^>- Spec k une variete lisse et geometriquement integre sur un corps fc, 
dont on note BrX := H'^{X,Gm) le groupe de Brauer cohomologique. Rappelons que 
X etant un schema integre regulier, la fleche canonique Br X ^^ Br {k{X)) est injective 
(oil k{X) est le corps des fonctions de X) par le corollaire II. 1.8 de [Grj . Si X^ est une 
compactification lisse de X, alors la fleche composee BrX'^ — t- BrX — > Br(A;(X)) est 
injective, done la fleche BrX'^ — t- BrX est injective. 



Comme dans |HSk] . on considere le coniplexe de faisceaux etales sur Speck defini 
par 

KD{X) = (UPicX)[l] := (r<iRp,G„,x)[l] 

et on definit KD'(X) comme le cone du morphisme canonique Gm[l] — ^ KD{X). 

Posons Bri X = ker[BrX — )• BrX]. Un argument de suite spectrale donne des 
fleches 

iJi(fc,Rp,G„,,x) ^ i//ppf(fc,Rp*G™,x) ^ BrX = H^{X,G^) = i/|,pf (X, G„) 

qui induisent un isomorphisme H^{k, KD{X)) ~ Bri X, et une fleche 

r : BriX ~ H^{k,KD{X)) -^ H^{k,KD'{X)) 

dont le noyau est BroX := Im[Br/c — > BrX], fleche qui est de plus surjective si 
H^{k,Gm) = ou si X{k) / ([B^^, Prop. 2.18 et [HSk] . page 7). Si m G X{k) 
est un point rationnel de X, on notera Bri^^ X le sous-groupe de Bri X constitue des 
elements dont revaluation en m est nulle. Ainsi Bri^^ ^ s'identifie a Bri X/Br k. 

Proposition 4.1 Soit X une variete lisse, geometriquement integre sur un corps k. On 
suppose que X admet une compactification lisse X^. Alors I'image reciproque du sous- 
groupe UIIj ^i {K D' (X)) C H^{k,KD'{X)) parr est contenue dans I'image de Bri X'^ 
dans Bri X- Le meme resultat vaut avec Ullj{K D' {X)) a la place de III^ ^^ {KD'{X)) 
si k est un corps global. 

Demonstration : D'apres |BvHl] . prop. 2.19, on a un diagramme commutatif exacte 
Br k ^ Bri X"" ^ H^{k, KD'{X'')) ^ H^{k, Gm) (2) 



Br k ^ Bri X —^-^ H^k, KD'{X)) ^ H^{k, G^) . 

D'apres [BvHlj . cor. 2.16, rhomomorphisme i*^£)i est injectif et induit un isomorphisme 

ml^,,^[KD\X'))^ml^,,^{KD\X)). 
Soit C E Bri X tel que r(^) G \ill^^^^{KD'{X)), alors 

r(0 G i*KD'{'^l,.x^{KD'{X'^))) C lmi*KD'^ 

et par chasse au diagramme on obtient que ^ € Imigj. . L'argument avec III^[j a la place 
de UIj^ , est identique. n 

Remarque : Si k est de caracteristique zero, I'existence de X'^ est automatique par 
la resolution des singularites d'Hironaka. Dans ce cas BrX'^ n'est autre que le groupe de 
Brauer nan ramifieBi^^ X de X ( [CTS] . section 5). En caracteristique p, si X^ existe, on 
salt juste que pour tout nombre premier I different de p, on a (Brnr X){1} = (Br X'^){1} 
f [CTT] . proposition 4.2.3). 

Montrons maintenant une sorte de reciproque de la proposition 14.11 sur un corps 
global, sans supposer I'existence d'une compactification lisse de X. 

Proposition 4.2 Soit K un corps global de caracteristique p > Q, X une K-variete 
lisse et geometriquement integre. Soit a E (BrnrX){p'}. Alors pour presque toute 
place V de K, a-u G Br(Xt,) est orthogonal a X(i^„) pour I'accouplement d'evaluation 
X{K^) X Br (X^) -^ Br (Ky) = Q/Z, ou on a note X^ := X Xk K^- 



Demonstration : Supposons tout d'abord I'existence d'une compactification lisse 
X'^ de X sur K (par exemple K de caracteristique nulle) . II existe alors un ensemble fini 
de places Tj de K (contenant les eventuelles places archimediennes) tel que la i^-variete 
propre et lisse X'^ s'etende en un schema propre et lisse X^ au-dessus de I'anneau des 
E-entiers Os- Soit a £ (Birir X){p'}, alors a G Bv X^ d'apres la remarque ci-dessus. 
Quitte a augmenter S, on pent done supposer que a est dans BrX^. Or le groupe de 
Brauer de I'anneau des entiers Oy de tout complete non archimedien K^ de K est nul ; 
par consequent on a a{Py) = pour toute v ^ Ti et tout point local P^ € X{Ky) car 
par proprete P^ s'etend en une O^-section de X'^. 

Traitons maintenant le cas general oil K est de caracteristique p > 0, ce qui fait 
que I'existence d'une compactification lisse n'est pas connue. On peut supposer que 
a £ Br^r {X){1}, avec I premier distinct de p. Le theoreme de compactification de 
Nagata assure I'existence d'une immersion ouverte X — )■ Z, ou Z est une K-variete 
propre. Un theoreme de Gabber (voir |ILOj . expose X, theoreme 2.1) assure qu'il existe 
une extension finie de corps K' /K, de degre premier a I, et une /'-alteration h : Y ^ 
Zx', ou Y est une X'-variete lisse. En particulier, le morphisme h est propre, surjectif 
et generiquement fini de degre premier k I, et Y est done propre et lisse sur K'. On 
considere alors le diagramme commutatif suivant, oir les deux carres sont des produits 
fibres : 

V '-^Y (3) 




On note vr le morphisme compose V -^ Xk' -^ X. Par fonctorialite du groupe de 
Brauer non ramifie (voir |CTSj . lemme 5.5), on a 7r*(a) S Brnr (^){^} = Br {Y){1}. 

Le morphisme tt : V ^i- X etant generiquement fini de degre d premier a /, il existe 
un ouvert affine U de X tel que la restriction irij : Vu := V xxU ^ U de ce morphisme 
soit un morphisme fini et plat sur U, done dont le degre des fibres est un entier constant 
d premier a /. 

Soit S un ensemble fini de places de K tel que le diagramme ([SD (ou plus exactement 
son analogue en remplagant X, X^', V respectivement par U, Uk', Vu) s'etende en un 
diagramme de Spec (C'/<^s')-schemas 




avec y propre lisse sur Spec (O/^/ ^5/), ou S' designe I'ensemble des places de K' au- 
dessus de S. Quitte a agrandir S, on peut aussi supposer que a G Br {U) et que 
7r*(a) G Br (3^) (car 7r*(a) G BrY). 



Soit u ^ 5 et x„ G U{Ky). Puisque Ton a I'egalite [K' : K] = X^^uC^/^; (voir par 
exemple |Roj . theoreme 7.6), le fait que I ne divise pas [K' : K] assure qu'il existe une 
place w de K' au-dessus de v telle que [K'^ : Ky] = Cwfw soit premier a /. 

Puisque ttu : Vu ^- Uk' est fini de degre premier a /, il existe une extension finie 
de corps L/K'^ et un point y £ X{L) tels que x^ = iruiy), avec [L : K'^] (et done aussi 
[L : Ky]) premier a I. 

On a alors Res/,/;^^(Q(xt,)) = {{7ri[)*{a)){y) dans Br(L). Or on dispose du dia- 
gramme commutatif suivant : 

Spec (L) y 



Spec (Ol) ^ Spec {Ok',s') , 

done le critere valuatif de proprete assure I'existence d'une factorisation 

y : Spec {OL)^y. 

Comme {'irij)*{a) G Br 3^, on en deduit que {{'iri/)*(a)){y) G Br (O^^) = 0. Done finale- 
ment, on a montre que Iiesi/x^{a{xy)) = dans Br(L). Comme [L : Ky] est premier 
a I et que la restriction Br Ky — > Br L correspond a la multiplication par [L : Ky] (qui 
est premier a /) dans Q/Z, on obtient que a{xy) = dans Br(i^„). Par consequent, 
I'element Uy G Br (Xy) est orthogonal a U{Ky) pour toute place v ^ S. Enfin, puisque 
U est un ouvert non vide de la variete integre X, le theoreme des fonctions implicites 
donne que U{Ky) est dense dans X{Ky) pour la topologie w-adique. Or I'accouplement 
Bt (Xy) X X{Ky) — )• Br (Ky) est continu pour cette topologie, done ay est orthogonal 
a X{Ky) tout entier, pour tout v ^ S. Cela conclut la preuve. 

n 

5 Le groupe de Brauer geometrique 

Dans cette section, on montre que dans le cas des espaces homogenes a stabilisateurs 
connexes sur un corps algebriquement clos, le groupe de Brauer d'un modele projectif 
lisse est trivial. Plus precisement le theoreme principal de cette section est le suivant : 

Theoreme 5.1 Soit k un corps separablement clos. 

Soit G un k-groupe lineaire connexe lisse et soit H un k-sous-groupe connexe lisse 
de G. On note X := G/H et on designe par X^ une compactification lisse de X. On 
suppose I'une des conditions suivantes 

- k est de caracteristique nulle. 

- k est algebriquement clos (i.e. k est parfait) et H est produit semi-direct de H^ 
parH'^'^. 

- H et G sont reductifs. 

Alors Br {X^){1} = 0, pour tout I premier a la caracteristique de k. 



Remarque : Ce resultat etend le resultat classique de Bogomolov (voir |Bog| , 
theoreme 2.4), qui concerne le cas ou A; = C et G est semi-simple simplement connexe. 
Cela repond en particulier par I'affirmative a la remarque 9.14 de |CTS) . ainsi qu'a la 



question qui suit le theoreme 1.4 de [CTK2] . oil les auteurs demandent si le resultat 
de Bogomolov s'etend (en caracteristique nulle) au cas oil G est un groupe lineaire 
connexe quelconque. 

On commence par un lemme general : 

Lemme 5.2 Soit X une variete lisse et geometriquement integre sur un corps k. Soient 
I un nombre premier different de Car A; et a a (BrX){/}. On suppose que a G Br^r^ 
(ou encore a € BrX'^ si on dispose d'une compactification lisse X'^ de X) et qu'il existe 
une extension de corps K de k telle que la restriction ax G BrXx soit nulle. Alors a 
est algebrique (i.e. la restriction de a dBrX est nulle). 

Demonstration : Choisissons des clotures separables compatibles k de k et K de 
K. L'hypothese implique que la restriction de a a Brm- {X-i^){l} est nulle. 

Supposons d'abord que X admet une compactification lisse X'^. Alors la restriction 
Brnr(^fc){0 ~^ Brnr (X;j^){/} est un isomorphisme via }CTlj . proposition 4.2.3 et la 
rigidite de la cohomologie non ramifiee a coefficients finis (loc. cit., theoreme 4.1.1), 
d'oii le lemme. 

Dans le cas general, on dispose du theoreme de Gabber : comme dans la preuve de 
la proposition 14.21 il existe une extension finie k' /k de degre premier a /, que I'on peut 
supposer contenue dans K, et un diagramme cartesien analogue a ([3D : 

(4) 




avec Y propre et lisse sur Spec k' ,V ^Y immersion ouverte et y — )■ Xj^./ generiquement 
fini de degre premier a /. 

L'argument de rigidite precedent, applique a V (qui admet une compactification 
lisse) assure que la restriction de a a Br iy-g) est nulle. Or le morphisme V-g- — > 
Xp- est generiquement fini, de degre premier a /, done un argument de restriction- 
corestriction au niveau de I'extension de corps de fonctions assure que la restriction 
de a a Br {X-jj) est nulle (on utilise aussi ici que si F/E est une extension de corps 
de caracteristique p purement inseparable, et W une E'-variete, alors la restriction 
Br (Ty){p'} — )• Br {Wf){p'} est un isomorphisme : voir [Milj . remarque II. 3. 17). 

Par consequent, il existe une extension finie L/k telle que la restriction de a a 
Br {Xl) soit nulle. On decompose alors I'extension L/k en une extension separable E/K 
et une extension purement inseparable L/E. La remarque II. 3. 17 de [Milj assure alors 
que la restriction Br {Xe){p'} — >• Br {Xl){p'} est un isomorphisme, done la restriction 
de a a Br {Xe) est nulle, done a est algebrique. n 

Preuve du theoreme 15. IL La preuve de ce resultat se fait en plusieurs etapes. 



Etape 1 : cas de la cloture separable d'un corps global. 

Lemme 5.3 Soit k un corps global. Soit I premier a Cai{k). 

- Soient H et G deux k-groupes reductifs, avec H C G. On pose X := G/H. Soit 
X'^ une compactification lisse de X. 

AlorsBT:{X''){l} = Br i(X'=){/}. 

- Si H , G, X et X'^ sont definis sur k, alors Br {X'^){1} = 0. 

Remarque : Grace a la proposition 14.21 et au lemme 15.21 ce lemme reste valable 
sans supposer I'existence de la compactification lisse X'^ de X, en remplagant Br{X'^) 
par Brnr (X). Noter aussi qu'en particulier H et G sont supposes lisses. 

Demonstration : Tout d'abord, il est clair que le second point du lemme est une 
consequence du premier. En effet, si tout est defini sur k, et si a € Br(X^){/}, alors 
il existe une extension finie separable K/k telle que H, G, X, X^ et a soient definis 
sur K. Or K est un corps global, done a vu dans le groupe de Brauer de la i^-variete 
X'^ est algebrique par le premier point, done a est nul dans le groupe de Brauer de la 
fe-variete X^. 

Montrons maintenant le premier point. D'apres [CTK2J . lemme 1.5, on pent sup- 
poser que le groupe G est quasi-trivial. Soit a € Br e(-^'^){/}. On souhaite montrer que 
a est algebrique, c'est-a-dire que sa restriction a Br X est nulle. 

On note vr : G — >• X le morphisme quotient. 

Quitte a remplacer k par une extension finie separable, on peut supposer que les 
groupes reductifs H et G sont A;-deployes. 

Alors 7r*(a) = dans Brnre(G) (puisque Brnr (G){/} = Br(A;){Z}, vu que G est 
reductif deploye, done rationnel : voir [BrlJ, corollaires 14.14 et 18.8). 

Par consequent, la suite exacte du theoreme 2.4 de |BDj (valable en caracteristique 
positive, avec la meme preuve, en supposant H et G reductifs) assure qu'il existe 
p G Pic (H) tel que 6{p) = a, ou 6 : Pic (H) — > Br (X) est le morphisme defini par 
Colliot-Thelene et Xu f jCTX] . section 2, p.314). 

Puisque a G Br (X) est non ramifie (i.e. appartient a Br X'^) et que le groupe de 
Brauer de I'anneau des entiers Oy est nul, on obtient que pour presque toute place 
V de k, la localisation a^ G Br (Xy) := Br (X x^ ky) est orthogonale a X{ky), pour 
I'accouplement canonique d'evaluation (voir proposition 14. 2|) . 

On considere le diagramme commutatif suivant : 

X{ky) X Br(X^) ^Br(A;^) (5) 

A 
S 

H\ky,H) X Pic{Hy) ^Br('A;^) 

Dans ce diagramme, le premier accouplement horizontal est I'accouplement d'evaluation 
usuel. Pour la definition de la seconde ligne et la commutativite du diagramme, voir 
[CTX] . proposition 2.9. 

Or G est quasi-trivial, done H^(ky,G) = 1 pour toute place finie v de k. Done 
I'application caracteristique X{ky) — > H^{ky,H) est surjective. Done le diagramme ([5]) 
assure que, pour presque toute place v, py G FicHy est orthogonal a H^{ky,H). 
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Soit Th un tore maximal de H et Tj/sc son image reciproque par le morphisme 
canonique H^^ — )• H. Notons Ch '■= [T^c — )• Th] et Ch '■= [Th -^ T^c]. Rap- 
pelons qu'on dispose alors du groupe Hl^{ko,H) := Ii^{ky,CH) et d'un morphisme 
d'abelianisation ab^ : H^{ky,H) — ;■ H\^{ky,H) qui est surjectif pour toute place v de 
k ( [Brv3j . theoreme 5.4 en caracteristique zero. En caracteristique positive, le theoreme 
5.5 et I'exemple 5.4(i) de [GA] assurent le resultat). 

On a un diagramme commutatif : 

H^{k^,H) X Pk{H^) ^Br(A;^) 



abjj 



Hl^{k„H) X H\k,,CH)^^Brik,). 

Or le morphisme ii^{kv,CH) — > P^c{Hy) est un isomorphisme (voir [BvHlj . co- 
rollaire 5) et I'application abj:^ est surjective, done I'image q^ de p^ dans H^(fc„,C'/f) 
est orthogonale a H}^^{ky,H) pour le cup-produit. Or I'accouplement Hl-^^{ky,H) x 
H^(/ct,, Ch) — ^ Br(/c^) est une dualite parfaite de groupes finis (voir |De3j . theoreme 3.1 
pour la caracteristique nulle; la preuve en caracteristique positive est similaire), done 
Qj; = 0, done Pi; = 0. 

Finalement, on a montre que p^ = pour presque toute place v, done on a aussi 
Uv = pour presque toute place v. Ceci implique en particulier que a est algebrique 
via le lemme [5^21 

D 

Remarque : Sur un corps p-adique, la dualite entre H^ (k^, H) et Pic H^ (variante de 
resultats de Kottwitz) avait deja ete obtenue par Colliot-Thelene ( [CT2| . theoreme 9.1) 
en utilisant les resolutions flasques. 

Etape 2 : cas d'un corps algebriquement clos de caracteristique nulle. 

Dans cette partie, on demontre le theoreme 15.11 dans le cas oil k est un corps 
algebriquement clos de caracteristique nulle. 

On suppose d'abord que H et G sont reductifs. On voit Q comme un sous-corps de 
k. La theorie des groupes reductifs assure qu'il existe des Q-groupes reductifs H' et G' 
tels que if^ = H et G'^, = G. Par un theoreme de Vingberg redige par Margaux (voir 
theoreme 1.1 de |Ma] ) . applique a I'inclusion (definie sur k) i : H ^f G, \\ existe une 
inclusion i' : H' ^ G' definie sur Q et ^f G G{k) tels que i = u\t{g) o i'^. On dispose 
alors d'une Q-variete X' := G' /H'. 

Le fe- morphisme int(g) : G ^ G induit alors un /c-isomorphisme (p : X'^ -^ X. On 
en deduit done un isomorphisme de groupes Br (X^) = Br {X'l). 

Or la rigidite de la cohomologie non ramifiee a coefficients finis assure que Br (X''^) = 
Br(X'fc) r fCTT] . theoreme 4.4.1). 

Le lemme [53] de I'etape 1 assure que Br {X"^) = 0, d'oii finalement Br {X"^) = 0. 

Supposons maintenant seulement H reductif. On definit Y := X/G^ = G/{H.G^). 
Alors Y est un espace homogene de G^'^'^ a stabilisateur reductif, done par la preuve 
precedente, on a Br (Y'^) = si y^ est une compactification lisse de Y. D'autre part la 
fibre generique du morphisme X ^ Y est un espace homogene W de G", elle admet 
done un point rationnel ( |Brv2j . Lemme 3.2) sur le corps des fonctions K de Y. En 
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particulier on a un i('-morphisme G^ — )• W qui est un torseur sous un ii'-groupe 
unipotent, done un torseur trivial. Ceci implique que W est ET-rationnel (puisque c'est 
le cas de tout groupe unipotent en caracteristique zero). Finalement la variete X est 
stablement /c-birationnelle a Y, done Br {X'^) = Br (Y^), d'oia Br (X^) = 0. 

On ne suppose plus maintenant ni H, ni G reductifs. Le theorenie de Mostow assure 
I'existence d'une decomposition en produit semi-direct H = H^ xi H^'^'^. On considere 
alors le quotient Z := G/H . On dispose d'un morphisme naturel Z ^ X, et comme 
ci-dessus Z est stablement /c-birationnelle a X, d'ou Br (X'^) = Br {Z'^). Or Br (Z*^) = 
par le cas precedent {Z est un espace homogene de G a stabilisateur reductif H'^'^'^), done 
Br (X^) = 0, ce qui conclut la preuve du theoreme 15.11 dans le cas de caracteristique 
nulle. 

Etape 3 : cas d'un corps separablement clos de caracteristique positive. 

En caracteristique positive, le theoreme de Vingberg-Margaux n'est pas verifie pour 
des groupes reductifs semi-simples : il vaut pour les groupes lineairement reductifs (voir 
|Maj . remarque 5.2 pour un contre-exemple). Par consequent, on ne pent adapter la 
methode de I'etape 2 pour deduire le theoreme du cas des corps globaux. On va done 
utiliser une autre methode, consistant a se ramener aux corps finis. 

Notons d'abord qu'on pent supposer G et H reductifs, car sinon les hypotheses 
supplementaires {k parfait et H produit semi-direct de H^ par H'^'^'^) permettent de se 
ramener a cette situation comme a la fin de I'etape 2. 

On commence par les corps finis : 

Lemme 5.4 Si k est la cloture algebrique d'un corps fini F, alors on a Brnr {X){1} = 0, 
pour tout I 7^ Car(F). 



Demonstration : On considere I'extension de corps k C K := F(t). Par le lemme 
15.31 et la remarque qui le suit, on salt que Brm- {Xk){1} = 0. Alors le lemme [512] assure 
que tous les elements de Brnr(^){/} sont algebriques. Or k est separablement clos, 
doncBr„(X){/} = 0. D 

Demontrons maintenant le theoreme 15.11 dans le cas general, oir k est un corps 
separablement clos de caracteristique p > 0. Soit a G Br(X'^){/}. Alors il existe une 
sous-extension de type fini L/Fp de k/Fp, telle que H, G, X et a soient definis sur L. 

En utilisant la suite exacte 

-^ Pic (Hk) 4 Br {Xk) ^ Br {Gk) 

pour toute extension K/L, ainsi que le fait que Bv nT.{G-^){l} = (puisque Gj^ est ration- 
nel car deploye), on salt qu'il existe une extension finie separable K/L et p G Pic (Hk) 
tels que I'image ok de a dans Br Xk verifie ax = S{p), avec de plus la propriete que 
H^°^ soit iC-deploye. On pent en outre supposer que le groupe fondamental fj-n de H^^ 
est deploye par K. 

Pour montrer le theoreme, il suffit de montrer que aK=0. 

Puisque Pic (H^^^) = 0, le morphisme Pic (Hk) — > Pic {H]^) est injectif. 

On salt que p est representable par une extension centrale de i^-groupes algebriques 

1 ^ GmK -^Ho^Hk^I. (6) 
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On note Hi le pull-back de cette extension par H^ — > Hk- 

La trivialite de Pic (H^) assure que le pull-back de cette suite exacte par H^ -^ H^ 
est une suite scindee. 

II existe alors une Fp-algebre integre de type fini B de corps des fractions K, des 
B-schemas en groupes Ti, G, T-l^^, deux i?-schemas X et X'^ tels que 

- les fibres generiques de V., G, H^^, '^ et X'^ sont respectivement Hk, Gk, H^, 
Xk et X^. 

- G est un 5-schenia en groupes quasi-trivial (extension d'un tore quasi-trivial par 
un schema en groupes semi-simple simplement connexe ; en particulier le groupe 
de Picard des fibres geometriques de G est nul). 

- T-i est un i?-schema en groupes reductif, et on a une suite exacte centrale de 
S-schemas en groupes 

1 ^ ^^H,B -^ n'^ ^n^'^i 

avec Ti'^^ semi-simple simplement connexe et fJ-H,B fini de type multiplicatif et 
deploye. 

- la suite ([6]) s'etend en une suite exacte centrale sur B 

1 ^ Gr„B ^no^n^i, 

dont la classe pB dans Pic^ a pour fibre generique p £ PicHk- On pent de 
meme etendre I'extension associee a Hi, ce qui donne une classe p'^ S Pic'H'^'^ 
(image de pb), dont la fibre generique p' est I'image de p dans Pic-ff|^. On pent 
egalement supposer que la suite deduite par pull-back via V.^^ — )■ V.^^ est scindee, 
ce qui implique que I'image de p'^ dans Pic Ti^'^ est nulle. 

- Hk — )• Gk s'etend en un sous-schema en groupes ferme Ti ^ G et X s'identifie 
au quotient G/T-i- 

- X e X{k) s'etend en x G X{B). 

- X^ est un i3-schema projectif et lisse. 

- X — )■ X^ se prolonge en X ^ X^. 

- pour tout s £ Spec (B), la fibre X^ est une compactification lisse de Xg sur k{s). 

- la classe uk £ Br(X]^) s'etend en une classe A € Bi{X^), qui coincide avec 
I'image de I'extension T-Li (vue dans Pic {H)) via le morphisme Pic (H) — )• Br (X) 
(construit comme dans le cas des corps, via le ?^-torseur G ^ X et\a suite exacte 

Fixons maintenant un point ferme s G Spec (B). Par construction, le corps residuel 
de s, note k{s), est un corps fini. 

Les proprietes des modeles qu'on a consideres assurent que la fc(s)-compactification 
lisse Xs — )• X^ verifie les hypotheses du lemme 15. 4[ La classe Ag € Br (X^) est I'image 
de la classe ps de Tiog (vue dans Pic (T-ls)) par le morphisme 6s : Pic (Tis) — > Br (Xs). 
Notons p'g I'image de ps dans Pic (T-ll^), alors p'g est aussi la fibre en s de p'^ G Pic (Ti^^). 
Comme FicHg s'injecte dans BrX^ (car PicG^ = 0) et Ag est algebrique (lemme [53]), 
on obtient que I'image de ps dans Pic-ff^ est nulle. Mais PicHg^ s'injecte dans PicHg 
puisque H^^ est semi-simple ; on en deduit que p'g = 0. 

Or on dispose d'une suite exacte de groupes 

^ H\B, jrj^) ^ Ext^in'', G„b) ^ Ext^(?^^^ GmB) , 
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oil Ext^(...) designe le groupe abelien des classes d'extensions centrales de i?-faisceaux 
en groupes (voir [CTXj . p. 313). 

Comme I'iniage de p'^ dans Pic'H'^'^ est nulle, la classe p'^ provient d'un element 
j3 G H^{B,iih,b)i dont I'image j3s dans H^ {k{s) , jTh^s) est nulle (car p'^ = 0). Or /Ihjb 
est un i?-groupe constant car fiH,B est fini de type multiplicatif deploye ; ceci implique 
que le morphisme 

ii-0(S,/r^)^FO(A;(s),/I^,) 

est injectif. Alors /S^ = implique que /3 = dans H^{B,JJLHji) ce qui implique 
p'g = 0. Ainsi la fibre generique p' de p'^ est nulle dans Pic(-fr|^). Enfin, le mor- 
phisme Pic {Hk) — >■ Pic (-ff|^) est injectif, d'oir p = dans Pic (Hk), done ax = dans 
Br {Xk), ce qui acheve la preuve du theoreme 15.11 n 

6 Une formule de compatibilite 

On considere un /c-groupe lisse et connexe G (suppose reductif pour k non parfait) 
et un /c-sous-groupe algebrique H de G. Rappelons qu'alors le fc-groupe semi-simple 
G^^ est simplement connexe si et seulement si PicG = via |Saj . lemme 6.9(iii) et 
remarque 6.11.3 joints au fait que le noyau du revetement universel G^^ -^ G^^ est un 
A;-groupe fini de type multiplicatif |Hrdj . 

Definition 6.1 Soft H un A;-groupe algebrique. On dit que H est sans caracteres si le 
seul morphisme de ^-groupes de H dans Gm est le morphisme constant. On dit que H 
est de type (ssumult) s'il existe une suite exacte de A;-groupes 

verifiant : S est lisse de type multiplicatif et L est lisse, connexe, sans caracteres. 

Noter en particulier qu'un groupe de type (ssumult) est lisse. Si k est de ca- 
racteristique zero, tout /j-groupe connexe ou encore tout /c-groupe commutatif est de 
type (ssumult). Si k est parfait de caracteristique p > 0, tout fc-groupe lisse et connexe, 
ou encore tout fc-groupe lisse commutatif avec H/H^ sans p-torsion, est de type (ssu- 
mult) ; en effet ceci resulte de la structure des groupes algebriques sur un corps parfait. 
Plus generalement, si k est parfait, un fc-groupe lisse H est de type (ssumult) si et 
seulement s'il verifie la condition de |BCSj . section 3 que le noyau de H ^ ^muit ^^^ 
connexe sans caracteres, oii i^™"'* est le quotient maximal de H qui est de type mul- 
tiplicatif. La situation est plus compliquee sur un corps imparfait, parce qu'on n'a pas 
en general de radical unipotent defini sur k. 

Soit X := G/H un espace homogene de G possedant un /c-point. D'apres [Gij, 
Prop. III. 3. 1.1, on a pour tout /c-schema S une bijection fonctorielle ts : X{S) — > 
H^{S,\H -^ G]) qui induit par changement de base, pour tout A;-point s de S, une 
bijection X{k) -^ H^{k,[H — > G]). Pour S* = X, la classe rx(id) correspondant a 
I'identite de X donne une classe [[X]] £ Hf r(X, [H — >■ G]) induite par la trivialisation 
du X-torseur (sous G) G A^ G donnee par le neutre e € G{k). On obtient ainsi une 
bijection 

T:X{k)^Hf^^,{k,[H^G]) x^[[X]]{x) 

induite par revaluation. 
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Theoreme 6.2 Soit G un k-groupe lisse et connexe, reductif pour k non parfait, 
verifiant PicG = 0. On pose T = G^°^ . Soit H un k-sous-groupe lisse de G, sup- 
pose de composante neutre reductive ou de type (ssumult) pour k non parfait ; on note 
S = //" ™'t le quotient maximal de H qui est de type multiplicatif. Soit X = G/H. 
Alors : 

(a) II existe un isomorphisme KD'[X) c:^[r ^>- S] dans T>[k) qui induit un isomor- 
phisme fonctoriel 

^x:BTi,,X^H\k,[f^S]). 



(b) Notons 



ab° = (ab o r) : X{k) -^ //f%f (A;, [S -^ T]) 



la composee de r avec V application d'abelianisation 

ll^,{k,[H^G])^Hl^, 



ab : <pf(^, [H ^ G]) ^ ^0 (^, [S ^ T]) . 



Alors on a la formule : 

^x{a) U ab°(x) = -a{x) (7) 

pour tout X € X{k) et tout a S Bri^g^? oil U est Vaccouplement ([ip. 

Remarque : Nous aurons notamment a appliquer le theoreme sur un corps local 
de caracteristique p > 0, imparfait done. L'hypothese faite sur H implique alors que 
S = F"^"'* est bien defini. 

Demonstration : (a) Ceci a ete etabli par le premier auteur et van Hamel |BvH2] 
en caracteristique zero. La meme preuve fonctionne en caracteristique quelconque une 
fois qu'on a fait les hypotheses supplementaires sur H du theoreme 16.21 

(b) La demonstration de cette compatiblite va occuper le reste de cette section. Voir 
egalement PappendicelBlpour une demonstration independante du theoreme 16. 21 quand 
H est de type (ssumult). On pourra egalement se reporter au lemme 4.5.1 de [Del] 
pour une preuve de la compatibilite analogue a celle que nous donnons maintenant. 

Definition 6.3 Une paire de k-groupes est une paire {G,H), ou G est un /c-groupe 
lineaire connexe lisse avec PicG = (suppose reductif si k est non parfait), et H est 
un /c-sous-groupe lisse de G (non necessairement connexe, mais de type (ssumult) ou 
avec H^ reductif pour k non parfait). 

Une paire {G,H) definit un espace homogene X := G/H avec un point marque 
x^ = eH € X{k), ou e S G{k) est I'element neutre de G. 

Par un morphisme de paires </>: {Gi,Hi) — > (G2, -f^2) on entend un homomorphisme 
surjectif (j): Gi — )• G2 tel que (j){Hi) = H2- Si on pose Xi = Gi/Hi et X2 = G2/H2, 
alors on a un morphisme 0* : (Xi, x^) — ?> {X2, X2), ou x^ et Xg sont les points marques 
correspondants. 

Soit {G,H) une paire de A;-groupes (avec PicG = 0). On choisit un plongement 
i: S := i^™^'* — ;. Q dans un tore quasi-trivial Q. On considere le plongement 

j: H ^GxkQ, h^{h,i{fi{h))), 
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ou fi: H ^ S est I'epimorphisme canonique. On pose Gy = G x^Q, Hy = i^{H). La 
paire {Gy,Hy) definit un espace homogene Y = Gy/Hy = (G x^ Q)/i^,{H) avec un 
point marque y^. L'application de projection vr: Gy = GxQ ^ G est surjective et satis- 
fait TT{Hy) = H, et elle definit done un morphisme de paires vr : {Gy,Hy) — ;■ (G, H)^ qui 
a son tour definit un morphisme de varietes avec points marques vr* : (y, ip) — > {X, x"). 
Notons encore Ty = Gy^ et Sy = /fy^^*. On remarque que ^application j* : Sy ^Ty 
est injective et que (y, vr*) est un torseur sur X sous Q. 

On construit une nouvelle paire {Gz,Hz) comme suit : Gz = Ty/j:^{Sy), Hz = 1, 
Z = Gz- Alors Z est un k-tore, on designe par z^ son element neutre. On a un mor- 
phisme de paires u: {Gy, Hy) — > {Gz, {1}) et le morphisme induit d'espaces homogenes 
I/*: {Y,y^) — )■ {Z,z^). On a des quasi-isomorphismes 

[G^ ^H^] ^ [TV ^ S^] ^ [Gz ^ 0]. 
On obtient des diagrammes 



{Gy,Hy)^^{G,H) 



(y,yO)^^(X,xO) 



(8) 



{Gz,{l}) {Z,z'). 

Lemme 6.4 Le theoreme \6.S\ est valable pour Vespace principal homogene Z sous Gz- 

Demonstration : Soit Z un /c-tore. On a I'isomorphisme 

$: Bvi^eZ ^H'^{k,Z) 
de [BvHlj et [BvH2j . On a aussi I'isomorphisme 

$^: Bri,eZ^i72(A;,Z) 



de Sansuc |Saj . Lemme 6.9. Ces isomorphismes different par le signe, cf. |BvH2j . re- 
marque 7.3 (sans preuve) et I'appendice [Aj proposition lA. II du present article. 
On a un diagramme commutatif 



Z{k) 



Br Z- 



Br k 



Z{k) X H^{k,Z) — ^Brfe, 

voir [Sa], (8.11.2). Ainsi pour z € Z{k), q € Br Z on a 

a{z) = z\J $^(q) = -z U $(q), 
ce que prouve le theoreme 16.21 pour Z. 



D 
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Lemme 6.5 Les diagrammes suivants sont commutatifs, toutes les fleches verticales 
marquees (=) sont des isomorphismes, et I'application vr^, : Y{k) — )■ X{k) est surjective : 



ab 



X{k)^^:^H°{k,X^'") 



ab' 



Y{k)^^^^H°{k,Y^^) 



ab' 



Z{k)^^H^[k,Gz) 



ijO(/c,X^*') X H'^{k,[G^H]) — ^^Brfc (9) 

r 

H°{k,Gz) X H^{k,Gz) ^^-^Brfc. 



Demonstration : Le lemme resulte de la fonctorialite de ab et du cup produit et 
du fait que le morphisme de complexes de A:-groupes de type multiplicatif 

est un quasi-isomorphisme. L'application tt* : Y{k) — ?• X{k) est surjective parce que Y 
est un torseur sur X sous le tore quasi-trivial Q. u 

Lemme 6.6 Les diagrammes suivants sont commutatifs et toutes les fleches verticales 
marquees (=) sont des isomorphismes : 



X{k) X Bri,,„X-^^Brfc 



Y{k) X Bri,j,„r-^-^Brfc 



Z{k) X Bri„,|, Z— — s- Br fc 



Bxi^^X ^^ H\k,[G ^ H]) (10) 



Bri,y„y ^^ H\k, [Gy ^ Hy]) 



Bri,^„M/ ^^H\k,Gz). 



Demonstration : La commutativite des diagrammes resulte de la fonctorialite de 
( , ) et de 'i'. Comme v est un isomorphisme, on voit que v* est un isomorphisme. D 



Preuve du Theoreme 16. 2L Par "chasse au diagramme" dans les diagrammes ([9]) et 
(IIOD on reduit le theoreme au lemme [631 D 



7 Corps globaux et corps finis 

Rappelons tout d'abord un theoreme demontre par Douai dans sa these |Doul] : 

Theoreme 7.1 (Douai) Soit K un corps local. Soit G un K-groupe semi-simple et 
soit L un lien localement representable pour la topologie etale (resp. fppf) par G. Alors 
toutes les elements de H^{K,L) (resp. de H? f{K,L)) sont neutres. 

Pour la preuve de ce resultat, on montre d'abord que le lien L est globalement 
representable par une i^-forme de G ( [Dou2j . Lemme 1.1), ce qui permet de se ra- 
mener au cas oia L est le lien canoniquement associe a G. On utilise alors le fait que 
pour un groupe semi-simple simplement connexe R de centre Z, I'application bord 
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H^{K,R/Z) -^ H'^{K,Z) est surjective Q Dou2j . Th. 1.1, ou [BrvT] Lemme 5.7 en 
caracteristique zero), ce qui permet de conclure via {QA\ . Cor. 3.8. 

On en deduit une generalisation d'un resultat du deuxieme auteur (cf. |De5] . Prop. 
2.18 et |Delj . Prop. 4.2.20 joints au fait que si K est un corps local, alors Hf r(K, /x) = 
pour tout X-groupe fini ^ [Mi2j . Prop. 6.4) : 

Proposition 7.2 Soit K un corps local (de caracteristique quelconque). Soit G un K- 
groupe reductif verifiant PicG = et soit H un K -sous-groupe de G verifiant : il existe 
des suites exactes 

l^U ^ H' ^ W^ ^1 

avec : S de type multiplicatif, H^^ semi-simple, et U sous-groupe unipotent distingue 
de H. Soit T = G^°^ le quotient torique maximal de G. Alors l' application canonique 

abx : <pf(K, [H ^ G]) ^ Hf^^.iK, [S ^ T]) 

est surjective. 

Remarque : Si K est de caracteristique zero, I'hypothese sur H signifie exactement 
que H est de type (ssumult). Noter aussi qu'on ne demande pas ici que S soit lisse. 

Demonstration : On utilise |De5j . lemme 2.1 et remarque 2.2, pour obtenir un 
diagramme commutatif : 

KAK, G) HlAK, [H ^ G]) HI^K, H) ^ H^JK, G) 



h 



h 



H%^i{K, T) ^ Hl^,{K, [S^T]) ^ Hl^,{K, S) ^ Hl^,{K, T) 

oil la premiere ligne est une suite exacte d'ensembles pointes et la deuxieme une suite 
exacte de groupes abeliens. Par ailleurs on a une action du groupe H^ AK^G) sur 
I'ensemble pointe H'^ AK, [H — > G]), qui est compatible via le diagramme ci-dessus 
avec Taction du groupe abelien H9 AK,T) sur le groupe abelien Hf AK, [5 — >• T]) 
par translation (loc. cit.. Prop. 2.6). Ceci permet par "chasse au diagramme" de se 
ramener a prouver les proprietes suivantes : /i et /2 sont surjectives, /s a un noyau 
trivial. Comme PicG = 0, le sous-groupe derive G^^ de G est semi-simple simplement 
connexe, ce qui implique H^{K, G^^) = 1. Ceci donne la surjectivite de /i et la trivialite 
du noyau de /s. 

II reste a prouver que /2 est surjective. Soit Hi = H/U, on a alors S = Hi/H^^ et il 
suffit de verifier que les fleches ui : H^^^iK, H) -^ H}^^^{K, Hi) et M2 : H}^^^{K, Hi) -^ 
Hh r[K, S) sont surjectives. Montrons que U2 est surjective. Soit ^ G Hi AK, S), alors 
I'obstruction a relever ^ dans Hh r(K,Hi) est un element ob(,^) € H? r(K,L), oii L 
est un lien localement represente par H^^ (voir [Brvlj . Cor. 6.4 en caracteristique zero 
et la proposition IV.4.2.8(i) de [Gij dans le cas general). Par le theoreme 17.11 applique 
a H^^, I'element ob(.^) G H? r(K,L) est neutre, done ^ provient de Hh r(K,Hi) et la 
fleche U2 est bien surjective. 
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La surjectivite de ui est quant a elle demontree par Oesterle : voir [Oej . IV.2.2, 
dans le cas oil U et H sont lisses. On verifie que la meme preuve fonctionne dans le 
cas plus general ou ne suppose plus que les groupes soient lisses, en utilisant le fait que 
H? r[K, Up) = 0. Cela conclut la preuve. 

n 

Theoreme 7.3 Soit K un corps global de caracteristique p > 0. Soit G un K-groupe 
reductif verifiant PicG = et soit H un K-sous-groupe lisse de G verifiant les hy- 
potheses de la proposition \7.2\ On pose X = G/H et on suppose que X possede 



une compactification lisse X'^. Soient T = G*™ le quotient torique maximal de G et 
S = H'^'^^^ = H/H' le quotient maximal de H qui est de type multiplicatif. Alors 
V application r de '^^induit un isomorphisme 

Bri X^/BvK^ ini(K, [f ^S]) 

Remarque : Le theoreme 15.11 assure que, si de plus le groupe H est connexe (reductif 
si p > 0), alors (Bv X'^){p'} = (BriX^){p'}. Sous cette hypothese supplementaire, le 
theoreme 17.31 donne done que I'application r induit un isomorphisme entre les sous- 
groupes de torsion premiere a p de BrX'^/Bri^ et L[I^(ir, [T — > S]), i.e. un isomor- 
phisme 

(BrXVBr K) {p'} ^ ml{K, [f ^ S\){p'] . 

En caracteristique nulle, si H est connexe, on a done un isomorphisme 

BrXVBriT ^ ^^(K, [f -^ S]) . 



Preuve du theoreme 17.31 : Noter que H est de type (ssumult). On identifie 
BriXVBri^ a Bri,eX^. Soit a G Bri,e X^ C Bri,eX. D'apres le theoreme [QTaV on 
a un isomorphisme ^x '■ ^^i,eX — t- H^[K, [T -^ S]), et la proposition 14.11 donne deja 
que I'image de Bri^e X'^ par ^x contient Iillj{K, [T ^ S"]). II reste a montrer I'inclusion 
inverse. 

Fixons a G Bri^g-''^'^- Comme on I'a deja vu (preuve de la proposition 14. 2p . il existe 
un ensemble fini de places E de if (contenant les eventuelles places archimediennes) 
tel que a(Py) = pour toute u ^ S et tout point local P^ G X{ky). 

Soit V ^T,. On salt que I'application d'evaluation 

T„ : X{K,) ^ Ff^pf (if., [H ^ G]); P, ^ [[X]]{P,) 
est bijective. II en resulte que I'image de I'application d'evaluation 

abS -.XiK,)^ HlpiiK,, [S^T]) 
est aussi I'image de 

ab„ : iigpf(if., [H ^ G]) ^ iigpf(if., [S ^ T]) 
La proposition 17.21 dit que ab^,, et done aussi ab^J, est surjective. 
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Posons alors a = '^x(«) £ H^{K, [T — )• S])). D'apres le theoreme l6.2lf b). on obtient 
que pour u ^ E, la localisation a„ € H^{Ky^ [T — >■ S])) de a verifie 

a„Uab°(P„) = a{P^) = 

pour tout Py € X{K^). Comme ab[J est surjective, on obtient que a„ est orthogonal 
a H'^ .{Kv,[S — )• T]) pour I'accouplement local ([1]). La proposition 13.21 donne alors 

a^, = ; finalement on a bien prouve <5x(a) G III^(i^, [T — > S]) comme on voulait. 

D 

Remarque : Si on ne suppose pas I'existence d'une compactification lisse pour X, 
une preuve similaire utilisant la proposition 14.21 assure que Ton a quand meme pour 
£ 7^ p un morphisme injectif entre les groupes de torsion £-primaires 

(Br„riX/Bri^){^} ^ ml{K, [f ^ S])){1} 

ou on a note Br^r i^ := Brnr X fl Bri X. 

Lemme 7.4 Soit K un corps. Soit S ^f T un morphisme de K-groupes de type mul- 
tiplicatif. On suppose que T est un tore et on note C = [T ^ S] le complexe dual de 
[S — )• T]. Soit K une extension de k dans laquelle k est algebriquement ferme. Alors la 
fleche naturelle H^{k,C') — )• H^{K,C') est injective. 

Demonstration : On considere le diagramme commutatif a lignes exactes 

H^k, f) ^ H^{k, S) ^ H^{k, C) ^ if2(fc, f ) (11) 



H\K, f) ^ H^{K, S) ^ H^{K, C) ^ H^{K, f) . 

On a une suite exacte 

ou Tk = Gal(K/K), T = Gal(K/Kk) et r^ = Gal{k/k} = Gal{Kk/K). Comme T est 
un tore et Taction de F sur T est triviale, on a H^{T,T) = Hom(r,T') = 0. On utilise 
alors les suites exactes de restriction-inflation 

-^H^ {k,S)^ H^ {K, S) ^H\T, S) 

^H^{k,f) -^ H^{K,f) -^ H^{r,f) = 

^H^{k, f) -^ H^{K, f) -^ H^{r, f) . 



On obtient alors que dans (|TT]1 la deuxieme fleche verticale est injective, la premiere est 
un isomorphisme et la quatrieme est injective. Par chasse au diagramme, on obtient le 
result at voulu. n 

Proposition 7.5 Soit K un corps. Soit S —^ T un morphisme de K-groupes de type 
multiplicatif. On suppose que T est un tore et on note C* = [T ^ S] le complexe dual 
de [5 — )• r] . Soit L une extension finie galoisienne de K qui deploie T et S, on pose 
r = Gal(L/i^). On considere le sous-groupe UI^ , (r,C*) C H'^{T.,C') constitue des 
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elements dont la restriction a H^{ri,C*) est nulle pour tout sous-groupe cyclique Fi 
de r. Alors : 

(a)l'homomorphisme d 'inflation 

H^{T,C') ^H\K,C') 

est injectif. Si de plus III^ alg(-^) ~ *-* (^-^^ ^ quasi-trivial) ou si S est un tore, alors cet 
homomorphisme identifie III^ ^^i (r,C") avec UI^^ .{K,C'), et on a HI^^ , (i^, C") = 
U11j{K,C') si K est un corps global. 

(b) si L est une extension cyclique de K, alors III^^ ^j (ii', C ) = ; si de plus K 
est un corps global, on a III^(K, C") = 0. 

Remarque : II ne semble pas clair que pour un coinplexe quelconque [S — )■ T] 
de groupes de type multiplicatif sur un corps de nombres, les groupes IIliaig(^*) ^* 
III^(C") coincident toujours; ce sera vrai a posteriori (via le theoreme 18.11 ci-dessous) 
pour un complexe provenant d'un espace homogene comme dans le theoreme 17.31 

Demonstration : (a) On ecrit un diagramme commutatif a lignes exactes 

iji(r, f ) ^ iji(r, s) ^ i^Hr, [t^s]) ^ h^{t, f) ^ h'^{t, s) 



H\K,f) ^ H^{K, S) ^ H^{K, [f^S]) ^ H^{K, f) ^ H^{K, S) 



-^ H\L, S) ^ ffi(L, [f ^ S]) ^ H^{L, f) ^ H^{L, S) . 



Noter que H^{L,T) = car Tl agit trivialement sur le Z-module libre de type fini T 
(ce qui donne le zero en bas a gauche). La suite spectrale de Hochschild-Serre donne 
les suites exactes de bas degre 

-^ H\r, s) -^ h\k, s) -^ h\l, sf -^ H\r, s) 

-^kei[H^{K,S) ^H^{L,Sf] ^ H^T , H\L , S)) . 

On observe alors que la deuxienie et la quatrieme colonnes sont exactes, la fleche 
i/^(r,f) -^ H^{K,f) est un isomorphisme, et les fleches H'^{r,f) -^ H^{K,f) et 
H^(T,S) -^ H^{K,S) sont injectives. Par chasse au diagramme, on obtient alors que 
la fleche H^{T, [f -^ S]) -^ H^{K, [f -^ S]) est injective. 

Comme Taction de T^ sur T et S est triviale, on a 

La troisieme ligne du diagramme (et son analogue en remplagant L par Fi, oil Fi 
est un sous-groupe procyclique de F/,) donne alors UI^^ .{L,C') = 0. Si 5 est un 

tore, on salt de plus que la fleche H'^(T,S) — )■ H'^{K,S) est injective. Comme tout 
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element de III^ aig(-^' ^*) ®^^ ^^^ dans H^{L, C"), une chasse au diagramme comme ci- 
dessus montre alors qu'avec I'une des hypotheses supplementaires de (a), un tel element 
provient de H^{T,C*). Ce qui precede montre alors que LQ^ . (r,C*) s'identifie a 
mi_^ig(K,C'). Si K est un corps global, ceci donne ml^^^^{K,C') = ml{K,C') par 
le theoreme de Cebotarev. 

(b) Si maintenant L est une extension cyclique de K, alors on a en particulier 
III^ .^\„{T) = et le resultat decoule de la derniere assertion de (a). n 

Theoreme 7.6 Soit k un corps fini de caracteristique p. Soit G un k-groupe reductif. 
Soit X un espace honiogene de G, de stabilisateur geonietrique H. on suppose que I'une 
des deux hypotheses suivantes est satisfaite : 

(i) le k-groupe H est connexe. 

(ii) H est de type (ssumult) et PicG = 0. 

Alors si X^ est une compactification lisse de X , on a Bri X^ = 0. 
Dans le cas (i), si H est reductif, on a en outre Br {X'^){p'} = 0. 

Remarque : Dans le point (ii), I'hypothese Pic G = est necessaire, comme on peut 
le voir dans I'exemple de la proposition [831 oia le groupe H est fini de type multiplicatif 
etBr„ri(X){p'}/0. 

Demonstration : Notons deja que Brfe = (tSeSj, section II. 3., corollaire a la 
proposition 8). D'autre part comme G est lineaire connexe et k fini, I'espace homogene 
X possede un point rationnel par les theoremes de Steinberg et de Springer ( jSe3j . 
section III. 2., corollaire au theoreme 3, ou [Sp|, 3.10). Ainsi on peut supposer X = G/H, 
ou H est un /j-sous-groupe de G de type (ssumult) (on verifie facilement que si H Xkk 
est de type (ssumult), alors H est de type (ssumult)), qui est de plus suppose connexe 
si Ton ne fait pas I'hypothese Pic G = 0. 

Soit alors K = k{t). On commence par le cas oii PicG = 0. Posons T = G^°^ . 
Comme H est de type (ssumult), on a une suite exacte de fc-groupes lisses 

avec S de type multiplicatif lisse, et H' connexe lisse sans caracteres. Comme k est 
parfait, le groupe H' est alors extension d'un /c-groupe semi-simple par un A;-groupe 
unipotent U connexe et lisse. Par ailleurs U reste distingue dans H car U est invariant 
par tout A;-automorphisme de H (ce qui suffit vu que tons les groupes consideres sont 
lisses) en tant que radical unipotent de H . II en resulte que le groupe Hk := H yi^K 
satisfait aux hypotheses du theoreme 17.31 

Posons C* := [f -^ S]. Alors d'apres le theoreme lOTa) . on a Bri X = H^{k,G'), 
ce qui donne une injection canonique Bri X'^ ^-7> H^{k, G'). De meme on a une injection 
canonique Bri X^/Bri^ ^^ H^{K,G'), et le diagramme 

Bri X'' ^ H\k, C") 

y 
Bri ^^/Br K ^ H^ {K, G') 
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est commutatif. Ceci implique d'apres le lemme 17.41 que la fleche naturelle Bri X'^ — > 
BriX^/Brii' est injective. Or BriX^/BrX est isomorphe a III^(i(', C*) d'apres le 
theoreme 17.31 Comme toute extension finie d'un corps fini est cyclique, la proposi- 
tion [73];b) s'applique et donne ffli,(i^, C") = 0, d'oii Bri X"" = 0. 

Si on ne suppose plus PicG = 0, on observe ( |CTK2] . lemme 1.5) que X est iso- 
morphe a un espace homogene Gi/Hi, oil Gi est reductif connexe quasi-trivial (en 
particulier Pic Gi = 0) et Hi est extension centrale de H par un k-tore Ti ; en parti- 
culier Hi reste lisse et connexe et on est ramene au cas precedent. 

Le dernier point de I'enonce, sous I'hypothese H reductif, est alors une consequence 
du theoreme 15. 1[ 

D 

Remarque : La encore, la preuve montre qu'on a Brm- 1^{^} = pour tout nombre 
premier i ^ Car k sans supposer I'existence d'une compactification lisse de X : il suffit 
en effet de remplacer le theoreme 17.31 par la remarque qui suit la preuve de ce meme 
theoreme 17. 3i 

Ce resultat est egalement valable sans supposer G reductif, en utilisant le meme 
argument que dans la preuve du theoreme 18.11 ci-dessous (comme il s'agit d'un argument 
birationnel, il ne marche pas pour la p-partie). 

8 Corps de caracteristique zero 

Dans cette section, nous allons suivre la methode de Colliot-Thelene et Kunyavskii 
[CTKl] pour etablir, par reduction au cas des corps finis, le 

Theoreme 8.1 Soit k un corps de caracteristique zero. Soit G un k-groupe lineaire 
connexe verifiant Pic G = 0, on note T = G*°'' son quotient torique maximal. Soit X 
un espace homogene de G de stabilisateur geometrique H , on suppose que H est de 
type (ssumult) et on note S le k-groupe de type multiplicatif canoniquement associe a 
H . Soit X^ une compactification lisse de X . Alors on a une injection fonctorielle 

BriX7BrA:-^mi,,lg([f ^5]) 

qui est un isomorphisme si on suppose de plus X(k) ^ % ou H^{k,Gm) = 0. 

Rappelons que bien que H ne soit pas forcement defini sur k, il est muni d'un A;-lien 
qui induit une action de F^ sur le quotient maximal de type multiplicatif S = H 
de H, et done une fc-forme canonique S de S. 

Demonstration : D'apres le theoreme 16.21 (a) (theoreme 1 de |BvH2| ). on salt que 
KD'{X) est isomorphe canoniquement a [T ^ S*] dans la categorie derivee, done il 
suffit de construire une injection 

BnXVBrA: -^ ml^^^^{KD'{X)). 

On salt deja par la proposition 14. II qu'on a une suite exacte (dont la derniere fleche est 
de plus zero si X{k) ^ 0) 

-^ BriX/Br k -^ H^{k, KD'{X)) -^ H^{k, G„) 
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telle que de plus I'image de BiiX'^ /Bi k dans H^{k, KD'{X)) contienne le noyau 

ker[mi,,ig(A;,KZ?'(X)) ^ H^{k,Grn)], 

voir le diagramme ([2]) dans la preuve de la proposition 14.11 Comme cette image est 
contenue dans celle de H^{k, KD'(X'^)) = H^{k, Pic X'^), il ne reste plus qu'a montrer 
que 

H\k,F[cX^) = Ull,,^{k,PicX^). 

Traitons d'abord le cas oil G est reductif et oii X possede un fc-point en demontrant 
la 

Proposition 8.2 Avec les notations ci-dessus, supposons de plus que le groupe G est 
reductif et que X{k) ^ 0. Alors pour tout sous-groupe procyclique Fi de T^, on a 

H^{ri,P[cX^) =0. 

Preuve de la proposition 18.21 : L'argunient va consister a se ramener au cas ou 
k est fini; c'est essentiellement le meme que pour la proposition 2 de |CTKlj . nous le 
reproduisons en entier pour le confort du lecteur. 

On salt que G := Gx^k est une ^-variete rationnelle ([Brl], corollaires 14.14 et 18.8). 
De ce fait, X ~ G/H (et done aussi X ) est une variete A;-unirationnelle puisqu'on a un 
fe-morphisme dominant G —^ X. Comme la caracteristique de k est nulle, ceci implique 
que pour tout i > 0, les groupes W{X , 0;^^=) (ou encore les groupes W{X'^, Ox'^)) sont 
nuls. Rappelons qu'on obtient ce resultat (bien connu) en se ramenant au cas k = C 
par le principe de Lefschetz, puis en utilisant le fait que H^{X'^,Ox<=) = H^{X'^,Q,'^j^c) 
via la theorie de Hodge (c'est cet argument qui ne marche pas en caracteristique p). 
La nullite de ces groupes est alors assuree par le fait que X est domine par un espace 
projectif, car on a H'^(P^ ,Opr) = pour tons i,r > via [HarJ , theoreme III. 2. 7 
et theoreme III.5.1(b),(d). La propriete que X est unirationnelle implique egalement 
que PicX est sans torsion (par exemple parce que d'apres un theoreme de Serre 
|Sel| . le groupe fondamental geometrique tti^X ) est nul, ce qui donne que le groupe 
(PicX'')[n] ~ H^(X^, Z/n) est nul) ; le fait que H^{X^,q_x-) = implique que PicX' 
est de type fini (car egal au groupe de Neron-Severi de X ). 

Soit maintenant k/k une extension finie galoisienne deployant PicX , posons F = 
Gsl{k/k). Le fait que le groupe abelien PicX soit libre et de type fini implique 
H^{k,V\cX ) = 0. II suffit alors pour montrer la proposition de verifier que pour 
tout sous-groupe cyclique 7 C F, on a 7/^(7, Pic X^) = (011 Xj^ = X^ x^ k). On 
ecrit k = k\t]/P{t), ou P G k[t] est un polynome irreductible. Comme X "^-> X^ est un 
morphisme de fc-schemas de type fini, on pent trouver un corps ko C k de type fini sur 
Q sur lequel G,X,X'^, et le plongement X — )• X'^ sont definis ; comme X{k) ^ par 
hypothese, on pent egalement (quitte a remplacer fco par le corps residuel de x € Xk^ 
defini comme I'image d'un /cQ-morphisme Spec A; — )■ X^^) supposer que X{ko) 7^ (ce 
qui implique que X^g est isomorphe a un quotient Gko/Hkg, 011 i/fco est un fco-groupe de 
type (ssumult)). Quitte a agrandir kQ dans k, on peut aussi supposer que P{t) G ko[t] et 
que fco := ko[t]/P{t) deploie PicX (qui est de type fini). On peut enfin supposer que /cq 
est galoisienne sur ko : en effet si a € ko est une racine de P, on a /cq = ko[a] et A; = A;[a] ; 
toute racine Cj de P s'ecrit alors Qi{a) avec Qi € k[t] (parce que k est galoisienne sur 
k), et il suffit alors de prendre ko assez grand pour que tons les polynomes Qi soient 
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dans kolt]. L'irreductibilite de P sur k^ implique alors que Gsd{k/k) est canoniquement 
isomorphe a Gal{ko/ko), et par ailleurs les inclusions 

PicX-f ^PicXl^PicX'' 

feo '^ 

sont des isomorphismes. Ainsi le Gal(A;/A;)-niodule Pic Xf, est canoniquement isomorphe 
au Gal(/i;o/A;o)-™odule PicX? . Pour simplifier les notations, on notera dans la suite 

k = ko et k = ko (en particulier on s'est ramene au cas oil X = G/H avec H de type 
(ssumult)). 

On prend alors un modele entier de toute la situation : comme k est un corps de 
type fini sur Q, on pent trouver un anneau integre et regulier A de type fini sur Z, 
de corps des fractions k, tel que la fermeture integrate A de A dans k soit finie, etale, 
galoisienne de groupe T sur A , et des A-schemas de type fini Q, Ti, X = Q/H, X'^ de 
fibres generiques respectives G, i?, X, X^, tels que : 

(i) Q est un j4-schema en groupes reductif (en particulier lisse a fibres connexes). 

(ii) H est un yl-schema en groupes lisse et X est un ^-schema lisse. 

(iii) X'^ est propre et lisse sur ^ et on a une ^-immersion ouverte X — )• X'^ qui 
etend X ^ X" . 

(iv) Pour tout point x de Spec^, de corps residuel k(x), la fibre X^ C X^ est une 
compactification lisse de X^. sur k(x). 

On utilise alors que B.^(X'^ ^Ox<^) = H'^{X'^,Ox'') = 0. Le theoreme de semi- 
continuite ( jHarj . III. 12.8) nous permet de supposer (quitte a restreindre encore Spec j4) 
que pour tout point x de Spec A, on a encore H^{X^,Ox^) = H'^{X^,Oxc) = 0. 
Les theoremes de Grothendieck sur les faisceaux inversibles ( |FGA] . paragraphe 5; 
voir aussi |Haj . Prop. 3.4.2) disent alors qu'on a un isomorphisme de specialisation 
Pic X'^ ~ Pic X^ ; plus precisement le foncteur Pic yc / 4 est represente par un A-groupe 
constant tordu localement fibre pour la topologie etale, et on pent supposer (quitte a 
restreindre encore ^ et a augmenter k et A) que ce ^-groupe est deploye (autrement 
dit devient isomorphe a Z") sur Spec^. 

Quitte a restreindre encore Spec A, on peut aussi supposer que les fibres de Q ont 
un groupe de Picard geometrique nul (en effet sur un ouvert U de Spec A on a un 
revetement simplement connexe Q^^ de Q'^^, qui est un revetement fini etale de Q^^ 
trivial au point generique, done sur U tout entier). De meme on peut supposer que les 
fibres geometriques de Ti sont de type (ssumult) (car H est extension d'un fc-groupe de 
type multiplicatif par un groupe unipotent et ces proprietes s'etendent sur un certain 
ouvert de Spec A). 

Soit maintenant 7 un sous-groupe cyclique de F (correspondant a une sous-extension 
ki D k de k) et Ai := A^ le sous-anneau de A des invariants pour Taction de 7. Le 
morphisme p : Spec A — )• Spec^i est un revetement etale cyclique de groupe 7, et les 
anneaux A et Ai sont integres, reguliers, de type fini sur Z. La version de Serre du 
theoreme de Cebotarev ( |Se2j . theoreme 7) dit alors qu'il existe un ideal maximal (en 
fait une infinite) m de Ai tel que la fibre en m de p soit du type Spec F, ou F est un 
corps fini (extension finie du corps Fi := Ai/m), autrement dit il y a un seul point m 
de Spec^ au-dessus de ttt. et on a 7 := Gal{k/ki) = Gal{F/Fi). Soit Y = X"^ x j^ Fi la 
fibre de X'^ x^Ai en m. Comme Pic yc 74 Xj^A est un schema en groupes constant, sa 
fibre generique est isomorphe a sa fibre en fh et on obtient 

H\j, Pic Xl) = H\j, Fie (YxpF)). 
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Or Gal{F/F) agit trivialement sur PicY, done H^{'y,I'ic{Y Xp F)) est un sous- 
groupe de H^{Fi,FicY). Comme Y est une compactification lisse d'un espace ho- 
mogene d'un Fi-groupe lineaire Qm connexe de groupe de Picard geometrique nul et a 
stabilisateur Tim de type (ssumult), le theoreme l7.6l dit que H^{Fi,Pic Y) = BviY = 0, 
done H^{'y, PieX^) = 0, ee qui aeheve la preuve de la proposition. n 

Fin de la preuve du theoreme 18.11 : Supposons d'abord que G est reduetif (mais 
pas forcement que X{k) ^ 0). Pour se ramener au eas X{k) / 0, on utilise r"astuee 
du point generique" (comme dans [CTKlj . p. 6). Soit K le eorps des fonetions de X, 
alors X{K) ^ 0. Soit K une cloture algebrique de K, alors k s'identifie avee la ferme- 
ture algebrique de k dans i^, et on a A; n i^ = A; (les corps i^ et A; sont lineairement 
disjoints sur k car X est geometriquement integre). Soit comme ci-dessus k une exten- 
sion galoisienne finie de k dans k deployant PicX^, alors Gal{k/k) agit sur PicX^. On 
pose K = Kk C K, alors K deploie PicX;^^, et Gal(i^/i^) agit sur V\cX-j^. On a un 
isomorphisme canonique e: Gal(i^/i^) — )■ Gal(A;/A;) et un isomorphisme canonique e- 
equivariant PicXg -^ PicXj^. Comme X{K) ^ 0, par la proposition 18.21 pour cliaque 
sous-groupe cyclique Fi C Ga\{K/K) on a H^{Ti,'PicX^) = 0. On conclut que pour 
cliaque sous-groupe cyclique 71 C Gal(A:/A;) on a i?^(7i,PicX^) = 0. Ceci etablit le 
theoreme 18.11 pour G reduetif. 

Passons enfin au eas general oia on ne suppose plus G reduetif. Solent G" le radical 
unipotent de G et y = XjG^ (voir [Brv2] , lemme 3.1 pour la representabilite de ee 
quotient). Alors Y est un espace homogene sous le A;-groupe reduetif G' := G/G^, de 
stabilisateur geometrique H = H/{H n Gu), pour lequel (iJ )™"^* = H vu que 
{H n Gu) est un groupe unipotent. On a encore PicG = via [Sa] corollaire 6.11, et 
^Q'yoT _ Qtor pg^j, definition de G". II suffit done, pour se ramener au eas G reduetif, 
de montrer que Brnr lY = Brnr iX. Or ceci resulte de ee que X est stablement k- 
birationnel a Y, par le meme argument qu'a la fin de la deuxieme etape dans la preuve 
du theoreme 15. 1[ 

D 

Remarques : -Quand H est connexe, la meme methode donne encore Bri X^/Bi k ~ 
nij^ . (KZ)'(X)) sans supposer que PicG = 0, mais KD'{X) n'a plus en general une 
description aussi agreable que quand PicG = 0, voir |De4j . th. 0.1. 

-Si on ne suppose plus k de earacteristique zero, mais si on suppose de plus G 
reduetif (et toujours H de type (ssumult)), la meme methode fonetionne d condition de 
savoir qu'on a H^{X'^, Ox<^) = = H'^{X'^, Ox=) = 0. Or ceci est une question ouverte 
en earacteristique p pour les varietes separablement unirationnelles comme X^. 

On deduit du theoreme 18.1 l ie corollaire suivant, via le theoreme 15.11 : 

Corollaire 8.3 Avec les notations et les hypotheses du theoreme \8.1{ si on suppose en 
outre que H est connexe, alors on a une injection fonctorielle 

BrXyBrk^ml,,^{[f^S]) 

qui est un isomorphisme si on suppose de plus X(k) ^ ^ ou H^{k,Gm) = 0. 

Le theoreme 18.11 n'est plus valable si on ne suppose pas H de type (ssumult). On 
trouve dans |De2| un contre-exemple avee G = SL„ et H fini non commutatif. Nous 
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allons pour conclure en deduire un contre-exemple similaire avec H extension d'un 
groupe fini commutatif par un tore, ce qui montre que I'hypothese que le groupe des 
composantes connexes H/H est commutatif n'est pas non plus suffisante. 

Soit p un nombre premier. On considere le groupe fini E considere dans la propo- 
sition 6.1 de [De2j . II est donne par la presentation 

E={x,y,z: x^" = y^" = z^' = 1; [x,y] = z^) . 

C'est une extension centrale de F = E^^ = Z/p^ x Z/p^ x Z/p par A = D{E) = Z/p. 
Soit k = Q(Cp)5 on regarde E comme un groupe algebrique fini (constant) sur k. 
On plonge Z/p = ^p dans Gm, et on definit un A;-groupe algebrique H par H := 
{E X Gm)/ j{A), oil j : A ^ E X G^ est le plongement diagonal (noter que j{A) est 
bien distingue dans E x Gm car A est central dans E). On plonge ensuite H dans un 
groupe SL„. 

Proposition 8.4 Soit X I'espace homogene defini par X = SLn/H . Alors BiieX = 
ifi(fc,^™"l*), mais Brnri^eX contient strictement mi(^™"^*). 

Demonstration : Le fait que Bri^gX = H^{k,H"^^^^) resulte du theoreme 1 de 
[BvH2] joint au fait que SL„ est sans caracteres et toute fonction inversible sur X est 
constante. 

On a un diagramme commutatif, dont les deux premieres lignes sont exactes et 
correspondent a des extensions centrales : 




Comme le groupe F est de type multiplicatif (il est fini commutatif et k est de ca- 
racteristisque 0) , la fleche H ^ F du diagramme se factorise par une fleche H^ — > F 
d'oii une suite exacte 

Gm -^ i^""""'* ^ F ^ 1 . 

II en resulte que la fleche induite ff™"^* _). ^ ^ pour noyau un tore T isomorphe a Gm 
puisque ce noyau est un quotient non trivial de Gm (i:/'™"^* ne pent pas etre fini car 
H/E = Gm/A est isomorphe a Gm)- 

Ainsi H"^ est isomorphe a T x F (il n'y a pas de groupe de type multiplicatif 
extension non triviale d'un groupe de type multiplicatif par un tore deploye), ce qui 
implique que pour toute extension de corps K de k, les fleches canoniques 

H\K,H'^''^') -^ H\K,Fy, H\K,F) -^ H\K,H'^''^^) 

sont des isomorphismes. De ce fait, pour tout complete ky de k, la fleche 

lm[H^{ky,H) ^H^{ky,H'^''^^)] -^lm[H^{ky,H) ^H^{ky,F)] 

est un isomorphisme. D'apres |De2j (preuve de la proposition 6.1), il existe a € H^(k, F) 
dont, pour une infinite de v, la localisation a^ G H^{ky,F) est non nulle, mais tel que 
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pour presque toute place ?; on a ay orthogonale a ly := lm.[H^{ky,E) — > H^{ky,F)], 
laquelle contient lm[H^{ky,H) -^ H^{ky,F)] car la fleche H'^{ky,A) = (Br ky)[p] -^ 
H'^{ky,Gm) = Br/c^ est injective. Soit alors b I'image de a dans H^{k,H'^'^^^) ; on a, 
pour une infinite de places v, que la localisation by € H^ {ky , H^^"^^) est non nulle, 
et aussi que by est orthogonale a lva.[H^ {ky , H) — )• H^{ky,H^^'^^)] pour presque toute 
place V. En particulier b n'est pas dans III^(i:f™ ). 

D'apres la formule de compatibilite (voir theoreme I6.2r b)) et le fait que la fleche 
d'evaluation X{ky) -^ H^{ky, H) (associee au ff-torseur SL„ -^ X) soit surjective (ceci 
resulte de ce que H^{ky,SLn) = 0), on obtient alors que pour presque toute place v, 
on a b{Py) = pour tout A:t,-point Py de X, ce qui montre que b G Brnr^ via le 
theoreme 2.2.1 de [Haj . 

n 

On pent egalement modifier legerement la construction precedente pour verifier que 
dans le cas d'un corps fini, I'hypothese Pic G = dans le theoreme 17. 61 (ii) est necessaire 
(voir la remarque qui suit le theoreme 17. 6p . 



Proposition 8.5 // existe un corps fini F de caracteristique p > 3, un groupe semi- 
simple connexe G (de groupe fondamental ^2) sur F et un sous-F-groupe H de G, tel 
que H soit un groupe fini constant commutatif d'ordre 16, isomorphe a (Z/2Z)^ x Z/4Z, 
de sorte que si X = G/H , on a 

Brn,i(X){2}^0. 



Demonstration : On remarque d'abord que dans la proposition 6.1 de |De2j . dans 
le cas d'un 2-groupe, on pent remplacer le groupe le groupe E d'ordre 64 par le groupe 
fini Hq d'ordre 32 dont une presentation est 



/?n 



{x, y, z : x^ = / = z^ = 1; [x, y] = z^) 



II s'agit par exemple du groupe d'ordre 32 de numero 24 dans la classification de GAP. 

La preuve de la propostion 6.1 dans [De2i assure que pour toute Q-representation 
fidele p : H.^ — )• SL„^q, le groupe Brnri(Xp){2} est strictement plus gros que le sous- 
groupe de Bri(Xp){2} forme des elements localement constants en presque tout place, 
avec Xp := SL„,Q/p(ifo)- 

On considere la Q-representation po suivante : on definit po 
formules 

/00100000\ 
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01000000 
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et pq{z) :-- 
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On trouvera dans |CHKPj une representation coniplexe de Hq, tres similaire a la 
representation po (dans |CHKPj . le groupe Hq s'appelle (16;24)). 

On verifie facilement que pQ definit une representation fidele de Hq dans SLg^Q. 

Or po{z'^) = —Is est central dans SLg^q, done on dispose du diagramme commutatif 
suivant, ou G := SLg.Q/ji/s} et H := Hg^ = H/{z^) : 



!■ 



(z^) 



Hn 



H 



!■ 



po 



"^/^2,Q 



SL; 



8,Q 



G 



-^1 



SLgq/iifo avec le quotient G/H (comme 



Ce diagramme permet d'identifier Xp^ 
Q-varietes) . 

Enfin, on a bien H = (Z/2Z)^ x Z/4Z, et G est lineaire connexe semi-simple, de 
groupe fondamental p2- 

On etend ensuite H^ G, po et Xpp sur un ouvert suffisamment petit de Spec(Z), 
de bonne reduction. Supposons que pour tout point ferme s de cet ouvert, le groupe 
de Brauer non ramifie de la fibre de Xpg au-dessus de s (qui est un espace homogene 
d'un groupe semi-simple connexe a stabilisateur H sur le corps fini k{s)) soit trivial. 
Alors la preuve de la proposition 2 de |CTK1| assure que Brnr i (^po ) coincide avec le 
sous-ensemble de Br i {Xp^ ) formes des elements localement constants en presque toute 
place. Cela contredit la proposition 6.1 de |De2j . 

Done il existe bien un corps fini F et un espace homogene sur F de la forme X = 
G/H, avec G semi-simple (connexe) et H abelien fini constant d'ordre 16 tels que 
Br,ri(X){2}/0. D 



Remarque : La preuve assure que I'on pent aussi ecrire X sous la forme X = 
SLs^f/Hq, oil Hq est un groupe fini constant d'ordre 32. Cela fournit en particulier 
un exemple de groupe fini Hq d'ordre 32 tel que le corps des fonctions de X ne soit 
pas une extension transcendante pure du corps fini F. Cela donne en particulier un 
contre-exemple au probleme de Noether sur un corps fini. 



A Compatibilite pour un tore 



Dans cet appendice nous prouvons la proposition lA.ll que nous utilisons dans la 
preuve du lemme 16.41 

Soit T un tore sur un corps k. On pose G = T, H = 1, X = T. Alors |BvH2[ 
thm. 7.2] donne un isomorphisme 

^BvH: Br^T ^ H\k, [G -^ H]) = H\k, [f ^ 0] = H\k,f), 
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oil Bia T = Bri T/Br k. 

Proposition A.l Le diagramme suivant est anti-commutatif : 



T{k) 



T{k) 



Br,T 



(■) 



a 
MBvH 



H\k,T) 



Brk 



Bik 



oil Vaccouplement superieur est defini en utilisant les homomorphismes 

Bra T ^ Bri,e T-^Bri T. 

Pour prouver la proposition nous avons besoin d'une serie de lenimes. 

Lemme A. 2 Soit X une k-variete lisse et geometriquement integre munie d'un k- 
point m. On note k[X]* := H^[X, Gm) ^e groupe multiplicatif des fonctions inversibles 
sur X et U{X) := k[X]* /k* . Alors le diagramme suivant est commutatif : 



H^k,U{X)) 



-BraX 



H^{k,KB'{X)), 



oil P est rhomomorphisme canonique de Sansuc lSa[ Lemme 6.3(ii)J, a est I'isomor- 
phisme canonique de \BvHl\ Cor. 2.20(i)], et 'j est I'homomorphisme canonique induit 
par le morphisme de complexes 

,5nat: U(X) = ?^°(KD'(X)[-1])^KD'(X)[-1]. 

Demonstration : (1) Rappelons que Hp^Gm,x est un certain complexe [Co — )• 
(7^][— 1] de Gal(A;//c)-niodules en degres et 1 (defini a un isomorphisme canonique 
pres dans la categoric derivee) avec 0-cohomologie T-L^(Rp^Gm,x) = A;[X]*. Le groupe 
k* s'injecte canoniquement dans A;[X]*, et on a 

KD'(X) := [C^/k* -^ C^]. 

La colioniologie en degree — 1 du complexe KD'(X) est donnee par 

n~\KB'{X)) = U(X) := k[X]*/k*. 

On note qu'il y a un isomorphisme canonique 

a':BiiX^H\k,-Rp,Gm,x), 



voir [BvHll 2.18]. 

(2) On considere rhomomorphisme 



("'): 



H\k, k[X]*) -^ H\k, Rp^Gm,x) ^^ Bri X 
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ou le premier homomorphisme est induit par le niorphisme de complexes 

~k[X]*^Kp,Gm,X, 

alors il resulte des definitions que la composition coincide avec 1' homomorphisme de 
Sansuc [Saj lemme 6.3(i)]. 

(3) On considere I'homomorphisme 

f3:H\k,U(X))^Br,X 

de Sansuc ^Sa[ lemme 6.3(ii)]. Get homomorphisme est defini comme suit : le fe-point 
m E X{k) definit une section homomorphique Gal(A:/A;)-equivariante am- U{X) —> 
k[X]* de I'epimorphisme canonique A;[X]* —^ U{X) donnee par 

^m([/])(^) = /(x)//(m) 

pour la classe [/] d'une fonction / € A;[X]*. Alors /3 est la composition 

H\k, U(X))^'^*H\k, k[X]) -^ H^{k, Rp,G^,x)^^'Bri X^Bl^X. 

(4) On a un diagramme commutatif 

~k[X]* Rp.Gm,X 



U{X) -KD'(X)[-1], 

qui induit un diagramme commutatif d'hypercohomologie 

H^{k, k[X]*) — ^ H^k, Rp*G„,x) -^^ Bn X 

: (o-m). 



H'^{k, U{X)) —^ H\k, KD'(X)) 



BraX, 



Comme /3 = /?' o (a') -"^ o 7' o (am)* , on en conclut que 7 = a o /3. 
Lemme A. 3 Soient T, G, H et X comme au debut de I'appendice ; on designe par 

(5bvh: f -^ [k(xy/~k* ^ Div(Z)][-l] 



n 



Visom,orphism,e dans le categoric derivee de jBvHS^. Thm. 5.8]. Alors 5bvH esi Vopposee 
du quasi-isomorphisme naturel 

(^nat: f ^ [k(Xr/~k* ^ Div(X)][-l] 

induit par I'injection naturelle T = U {X)^^k{X)* /k* , a savoir 5bvH = — (^nat- 
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Demonstration : On commence par considerer |BvH2[ diagramnie (13) apres le 
Thm. 4.10] : 

zi (G, k[x]*) ^ — zUG, kix]*) e k(xr/k* — - k(xr/k* 



PiccX 



i> 



UPicG(X)i 



div 

Div(X) 



(voir |BvH2j pour les notations), ou la fleche ^lJ est donnee par 



i;{z, [/]) = (z ■ d'if), div(/)) G UPicG(X)^ C Z^.^iG, fc(X)*) Div(X), 

et toutes les fleches non etiquetees sont les fleches evidentes. 
On a Zig(G, k[X]*) = f, PiccX = ^ = 0. On pose 

a = id:f^Zi,^(G,k[X]*). 
Clairement, a induit un morphisme de complexes 

a':f^ [Zl,^(G,k[X]*) ^ PicGX][-l]. 
On considere I'injection canonique 

c: f = U(X)^k(X)*/k*. 
Clairement, c induit un morphisme de complexes 

c' = Jnat: f ^ [k(X)*/k* ^ Div(X)][-l]. 
On definit 

6: f ^ ^iig(G, k[x]*) e k(xy/k* 

par b{x) = (a(x)) ~c(x)) pour X S T. Alors il resulte de la formule pour ip que ijjo/S = 
(on utilise la formule pour b avec le signe oppose a c{x) 0; done b induit un morphisme 
de complexes 

b': f -^ [Zig(G,fe[X]*) e k(X)*/k* -^ UPicG(X)^][-l]. 

Clairement, on a un diagramme commutatif 

f = ^f = ^f 

b 

zUG, MX]*) - — zUG, k[x]*) e k(xr/k* — - k(xr/k* 



PicG X 



UPicG(X)i 



div 

Div(X). 



La partie inferieure du diagramme induit des isomorphismes (dans la categorie 
derivee) : 

[Z,\g(G, k[X]*) ^ PIcgX] :^ [Z,\g(G, k[X]*) k(Xr/k* ^ UPicG(X)i] 
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et 

[zl^^(G,k[x]*) e k(xy/k* -^ uPicG(X)i] ~ [k{xy/k* -^ divX]] 

Or risomorphisme (dans la categoric derivee) 5bvR est la composition de a' et du 
compose des deux isomorphismes ci-dessus. On deduit du diagramme que 5bvK = — c'. 
Comme (5nat = c', on conclut que (5bvH = — (^nat- Q 

Lemme A. 4 On designe par Xq, : H'^{k,T) -^ BraT I'isomorphisme canonique de San- 
suc IH^ lemme 6.9]. Alors /iBvH o As = -id: H'^{k,f) ^Bi.^T ^ H^{k,f). 



Demonstration : On a un diagramme commutatif 

H\k,f) ^='' : BraX 

A'BvH 

H\k,ff-^*H^{k,KB'{X)) 



Par definition A5 = /3, ^ubvH = (fevn)* ^ o a. D'apres le lemme ESj on a JbvH = — <Jnat- 
Par definition 7 = ((5nat)*i voir le lemme lA. 21 Done 



/^BvH 



o Q 



-(<Jn 



O Q 



-7 o a. 



Ainsi 



/^BvH o As = -7 ^ oao /3 
parce que d'apres le lemme IA.21 on a 7 = a o /3. 



-id, 



n 



Preuve de la proposition lA.ll : On considere le diagramme 



nk) 

T{k) 
T{k) 



H^{k,T) 



As 



Br,r 



(■) 



a 
MBvH 



H\k,T) 



Bik 



Brk 



Br A; 



Le rectangle superieur de ce diagramme est commutatif, grace a [Sal diagram (8.11.2)]. 
D'autre part, si on supprime la ligne mediane de ce diagramme, alors le diagramme qui 
en resulte sera anti-commutatif, parce que d'apres le lemme IA.4I /iBvH o As = —id. On 
voit que le rectangle inferieur du diagramme est anti-commutatif. n 

B Une autre preuve du theoreme 16.21 

Dans cet appendice, nous donnons une preuve de I'expression explicite de KD'{X) 
et de la formule de compatiblite (theoreme 16. 2p independante de [BvH2] . sous I'liy- 
pothese que le stabilisateur H est de type (ssumult). Au passage, on etablit quelques 
resultats generaux sur le complexe KD' associe a un torseur sous un groupe de type 
multiplicatif. 

Dans toute la suite, k est un corps et p : A — > Spec fe designe une variete lisse et 
geometriquement integre sur k. 
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Lemme B.l Soit [S — )• T] un complexe de k-groupes de type multiplicatif. Soit [T -^ S] 
le complexe dual. Alors on a 

Hl^,{X, [S ^ T]) = Hom,([f ^ S],KDiX)) 

ou Homfc(...) designe les homomorphismes dans la categorie derivee bornee T>{k) des 
faisceaux etales sur Spec/c. 

Pour simplifier les notations, on ecrira souvent H^{X, [S ^ T]) pour H^{X, \p*S ^ 
p*T]). 

Demonstration : L'argument est le meme que dans la proposition 1.1 de [HSkj . 
Pour tout complexe borne C* (resp. D') de faisceaux etales sur Spec A: (resp. sur X), on 
a Homfc(C*,p*Z)') = Romx{p*C', D'). On en deduit que le foncteur RHomx(b*T' -^ 
p*5], .) est le compose des foncteur s Ylp^, et RHomfc([T' — > 5]), ce qui per met d'obtenir 
(pour tout n > 0) : 

R"Homfc([f ^5],Rp.G^,x) = R"Homx([p*f ^p*^],G„,x). 
Comme par definition KD{X) = T<iRp,.Gm,x[l]i le triangle exact 

donne d'autre part 

Homfc([f ^ S],KD{X)) = RiHomfc([f ^ S],Rp*G„,x) 

via le fait que r>2Rp*Gm,x est acyclique en degre < 2. Pour conclure il suffit alors de 
montrer la formule 

RiHomx(b*f ^ p*S], Gm,x) = H%^i{X, [S ^ T]) 

qu'on pent recrire 

Hl^,{X, [S ^ T]) = Homx([p*f ^ p*S], G^,x[l]) 

ce qui resulte du lemme 13.11 

n 

Remarque : La encore, la meme methode montre que I'assertion reste vraie si on 
remplace Homfc(...) par Hom-pj j(fc)(...) dans le groupe de droite. 

Proposition B.2 Soit [S — )• T] un complexe de k-groupes de type multiplicatif. Soit 
f : Y ^ X un S-torseur. On suppose de plus que Y est muni d'une trivialisation du 
torseur Y /\ T ^ X obtenu par changement de groupe structural. Soit [[y]] la classe 
correspondante dans H^ AX, [S -^ T\) et u G Homfe([T — ?> S], KD{X)) le morphisme 

associe comme dans le lemme ["BTZl On definit un morphisme n : [T ^^ S] ^ KD'[X) 
dans T>[k) en composant u avec le morphisme canonique v : KD[X) — )■ KD'(X). Alors 
on a, pour tout a G H^{k, [T — ?> S]), la formule 

r{p*aU[[Y]]) = fi4a). 
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Demonstration : C'est tout a fait similaire a la preuve du tlieoreme 1.4. de [HSk] . 
On a (via le lemme [B?T] et sa preuve) un diagramme commutatif 

i//ppf(fc,[f->§]) X i/f"ppf(X,[5->T]) ^ Br(X) 

II II t 

iIfippf(fc,[T^§]) X Homi,..^^..(fc)([T^5],Rp,G„.x[l]) ^ il/ppf(fc, Rp,G™,x[l]) 

II II t 

H\k,[f^S]) X Romkiif ^S],KD{X)) -^ H^k,KD{X)) 

oil I'accouplement de la premiere ligne est donne par le cup-produit (cf. [Mil], Prop. 
V.1.20). On obtient done, une fois qu'on a identifie Bri X avec H^{k,KD[X)) : 

p*aU[[Y]] = U:,{a). 

Ainsi 

r{p*a U [[Y]]) = r{u^{a)) = ti*(u*(a)) = /u*(a) 

par definition de /U et de r. 

D 

Rappelons la definition suivante ( |HSk) . section 2) : 

Definition B.3 Soit V une /c-variete (pas forcement integre) munie d'une action m : 
S X V ^ V d'un fc-groupe de type multiplicatif S. On definit A;[l/]^ comme le sous- 
groupe de k[V]* := H^{V,Gm) constitue des fonctions / pour lesquelles il existe un 
caractere x ^ ^ verifiant m*f = x-f dans H^{S x V, Gm). De meme si vr : y — )• X est 
un S'-torseur, on definit le faisceau etale (vr*Gm„y)5 comme le sous-faisceau de ir^Gmy 
tel que pour tout morphisme etale U ^ X, le groupe (7r*Gm,y)s(C^) consiste en les 
f : Yif ^ Gm,u telles qu'il existe un caractere x '■ ^u ^ Gm,u avec m*f = x-f ■, ou 
Yu:=Y -XkUet Su:=SxkU. 

Noter que si Taction du schema en groupes S sur U{V) = k\y]* /k* est triviale (i.e. 
la fleche m* : H'^{V, Gm)/k* -^ H^(S x V, G,n)/^;^induite par Taction m : S x V_^ V 
coincide avec la fleche induite par la projection S x V ^ V), alors A:[l/]^ = fc[y]*. 
C'est en particulier le cas si S est un tore et V est geometriquement connexe ( |HSk] . 
remarque page 9). 

Proposition B.4 Soit S un k-groupe de type multiplicatif lisse. Soit tt : Y ^ X un 
S-torseur avec Y geometriquement connexe. On suppose que I'action du schema en 
groupes S sur U{Y) = k[Y]* /k* est triviale. 
Alors on a une suite exacte naturelle 

-^ U(X) -^ UiY) ^ 5 ^ Pic (X) -^ Pic (F) . 

ou la fleche S — )■ Pic (X) est le type du torseur tt. 

Demonstration : On pent supposer k = k. L'hypothese que S (et done aussi F) 
est lisse implique alors que le fc-groupe fini (et commutatif) F est constant. On note T 
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la composante connexe de I'identite dans S et on pose F 
alors un diagramme commutatif de torseurs : 



Y 



S/T et Z := Y/T. On a 





X 



On en deduit le diagramme commutatif suivant : 





Pic X ^ Pic Y 



T ^ Pic Z ^ Pic Y 







La premiere colonne est exacte, la ligne inferieure est exacte par [Saj . proposition 6.10. 
L 'exactitude de la deuxieme colonne est donnee par la suite exacte des termes de bas 
degre associee a la suite spectrale de Hochschild-Serre : £'2"' •= HP{F,H'^{Z,Gm)) => 
HP+i{X, Gm) du revetement galoisien Z ^ X.^n effet H^{F, H^{Z, G^)} est un sous- 
groupe de PicZ, et H^{F,H^{Z,Gm)) est un quotient de H^{F,k*) = F via la suite 
exacte 

O^k* ^ H^{Z, Gm) -^ U{Z) -^ , 

et I'hypothese que le groupe fini F agit trivialement sur U(Y), done aussi sur U{Z) 
(qui est un groupe abelien libre de type fini car Z est lisse et connexe), ce qui implique 
H\F,U{Z)) =0. 

Une chasse au diagramme utilisant I'exactitude des deux premieres colonnes et de 
la derniere ligne assure alors que la ligne centrale est exacte. Cela conclut la preuve, 
grace a la proposition 2.5, (i) et (iii), de |HSk| . n 



On rappelle le lemme suivant d'algebre homologique (voir par exemple |De4j . lemme 
2.3) : 

Lemme B.5 Soient A, B deux categories abeliennes et F : A ^>- B un foncteur exact 
a gauche. On suppose que A a suffisamment d'injectifs. Soit 0—^A—^B^C^O une 
suite exacte d'objets de A. Si le cobord F{C) — )• R^F{A) est un epimorphisme, alors 
on a un isomorphisme canonique dans la categoric derivee : 

[F{B)^F{C)]^T<^{nF){A). 
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Demonstration : C'est le lemme 2.3 de [De4], dans le cas n = 1. D 

Lemme B.6 Soit S un k-groupe de type multiplicatif lisse. Soit tt : Y ^- X un S- 
torseur, avec Y geometriquement connexe. On note p : X ^ Spec A; le niorphisme 
structural et q = (po n) -.Y ^ Spec A;. On fait les deux hypotheses suivantes : 

(a) L'action du schema en groupes S sur U{Y) = k[Y]* /k* est triviale. 

(b) On aPicF = 0. 

Alors on a un isomorphisme dans T>[k) : 

[k[Y]* ^S\^ KD{X) (12) 

oil la fleche induite 

S -^ KD{X) 

s'identifie a la classe [Y] G Hh r{X,S) = liom.k{S,KD{X)) (au signe pres). 

Demonstration : On a une suite exacte de faisceaux etales sur X : 

0^G„,x^(7r,G^,y)5^P*5^0 (13) 

(voir |HSk| . proposition 2.5(i)). Notons que p^:p*S = S par connexite de X. On applique 
le foncteur p^ : la suite exacte de la proposition IB. 41 et Thypothese (b) assurent que 
Ton a une suite exacte de modules galoisiens 

-> p*Gm,X -^ P*{T^*Gm,Y)s -> S -^ R^p^Gm,X "> . 

Alors le lemme IB. 51 assure que le morphisme naturel 

b*(^*G^,y)5 ^S]^ T<i(Rp,)G^,x = KD{X) 

est un isomorphisme. Or Thypothese (a) assure que p*{'Ty*Gm,Y)s = ^\Y]* ^ d'oii finale- 
ment un isomorphisme 

[k[Y\* ^S\^ KD{X) . 

Comme la classe \Y] G Ext^(S', Gm,x) = Homx(5', Gm,x[l]) correspond au signe 
pres ( [HSkj . Prop. 2.5(ii)) a I'extension donnee par (fT3]l . la fleche induite a : S — > 
KD{X) correspond bien a la classe \Y] (cf. [HSk], appendice B). 

n 

Proposition B.7 On garde les hypotheses et notations du lemme \B.(k Soit T le k- 
tore dont le module des caracteres est T = k[Y]* /k* (qui est muni d'un morphisme 
canonique T — )• 5 par jHSEl, Pfop. 2.5). 
(a) On a un isomorphisme dans V{k) : 

[f ^S\^ KD'{X) . (14) 

(h) On suppose de plus que Y possede un point rationnel y G Y{k). Alors y induit 
une trivialisation de Y A T, telle que le morphisme jjl associe a Y comme dans la 
proposition \B.^ soit un isomorphisme dans T>[k). 
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Demonstration : (a) L'assertion resulte du lemme IB. 61 : on a un isomorphisme 
^lo ■■ [k[y]* ^S]^ KD{X) qui induit un isomorphisme JIq : [f ^ S] ^ KD'{X). 
(b) On dispose du diagramme commutatif (fleches rectilignes) suivant : 

Homfc([fe[y]* -^ S],KD{X)) ^ Homk{S, KD{X)) 

Romkiif ^S],KD{X)) ^ Homk{S, KD{X)) 



H^{X, [S -^ T]) ^ H^{X, S) , 

oil Sy est induite par la section de k[Y]* — )• k[Y]* /k* donnee par y £ Y{k). 

On note iJo,y := Sy{^o) ■ [T ^ S] ^ KD{X). 

Le diagramme precedent et la seconde partie du lemme IB. 61 assurent que I'image 
de fiQ^y dans H^{X, [5 — )• T]) est la classe du torseur Y ^ X muni d'une trivialisation 
du torseur Y A^ T, de sorte que le morphisme [T ^ S] ^ KD'{X) associe a cette 
trivialisation (comme a la proposition IB. 2p soit exactement JIq. Cela assure le point (b) 
de la proposition. 

n 

Proposition B.8 Soit G un k-groupe lineaire, reductif et connexe. Soit H un k-sous- 
groupe de type (ssumult) de G, on pose S = H^^"^^ et H' = keT[H — )• i?™"'*]. On 
suppose de plus que PicG = et on pose T = G^°^ . On pose X = G/H et on note 
[[G]] S H9 r(X, [H — )• G]) la classe induite par la trivialisation du X-torseur (sous G) 
G A G donnee par le neutre e € G{k). On note egalement 

T : X{k) ^ Hl^,{K[H ^ G]) x^[[G]]{x) 

la bijection donnee par revaluation. 

Soit Y := G/H' , qu'on peut voir comme un X-torseur sous S muni d'une triviali- 
sation de Y A"^ T. Alors la fleche 

/x : [f ^ 5] ^ KD'{X) 

associee (comme dans la proposition \B.^) a Y est un isomorphisme dans V{k). 

Demonstration : On observe que comme 

k[Y]*/k* = k[G]*/k* = G = f 

par le lemme de Rosenlicht, Taction de S sur k[Y]* /k* est triviale. Comme H est de 
type (ssumult), le groupe H' est connexe, lisse, et sans caracteres ; d'autre part G est 
une variete A;-rationnelle avec PicG = 0. Par |Saj . Prop. 6.10, on a alors Picl" = 0. II 
suffit alors d'appliquer la proposition IB.Tt b) au 5'-torseur Y ^- X. 

n 
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Remarque : Le nieme argument niarche avec un H un peu plus general (extension 
d'un groupe de type multiplicatif lisse par un groupe H' lisse, de composante neutre 
Hq verifiant : H' /H'q et H'q sont sans caracteres). 

Theoreme B.9 On garde les hypotheses et notations de la proposition \B.8[ Soit 

ab : Hf^^,{k, [H ^ G]) ^ Hf^^,{k, [S ^ T]) 

I'application d'abelianisation et ab := (ab o r) : X(k) -^ Hf ^{k, [S -^ T]). 

Soit ^x '■ Bri^e-'^ — > H^{k, [T — )• S]) Visomorphisme defini par $x = (/^*)-i ° f- 
Alors on a (au signe pres) : 

0x(q;) U ab (x) = a{x) 

pour tout X € X{k) et tout a G Bri^e^- 

Demonstration : D'apres la proposition IB.21 on a 

^x{p*a U [[Y\]) = fi:\r{p*a U [[Y]])) = a 

pour tout a € H^(k, [T -^ S]). Posons a = <l>x(a)- Comme $x est injective, on obtient 

p*{^x{a)) U [[¥]] = a 

d'ou en evaluant en x et en remarquant que [[^]](a:) = ab(r(x)) = ab (x) : 

$x(a) Uab°(x) = a{x) 

qui est la for mule voulue. 

n 
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